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HAUPTAUFSÄTZE 


Drehschwingungen von Mehrkurbelwellen. 
Von A. STODOLA in Zürich. 


urch Benutzung komplexer Größen, die zeichnerisch in Vektoren umgedeutet werden, 
gelingt es, Schwingungsaufgaben mit beliebiger Dämpfung bequem zu lösen. Das 

Verfahren wird im Folgenden vor allem zur Klärung der wichtigen »Scheinreso- 
nanz« benutzt. 

Die gekröpfte Welle wird in üblicher Weise durch eine durchgehende glatte Welle 
von entsprechenden Abmessungen ersetzt, auf der die reduzierten Schwungmassen je 
in der Zylindermittelebene als starre Massen befestigt und den reinen Umfangskräften 
(ohne Abzug der Beschleunigungskräfte) ausgesetzt werden. Die reduzierte Masse selbst 
besteht aus den auf den Kurbelhalbmesser reduzierten drehenden Massen (wie Kurbel, ent- 
sprechender Anteil der Schubstange) und 
aus der halben schwingenden Masse 
(besser etwa 57 vH derselben). Schwung- 
rad oder Stromerzeuger werden ebenfalls 
auf den Endpunkt einer Länge = den 
Kurbelhalbmesser reduziert. Die Um- 
fangskräfte zerlegt man in einen gleich- 
bleibenden und einen periodischen Be- 
standteil. Die durch den ersteren er- 
zeugte Verdrehung der Welle fällt, als 
unveränderlich, außer Betracht. Die 
gegenüber der für alle Kurbeln gleichen 
mittleren Drehschnelle ® infolge der 
Schwingung auftretenden Winkelabwei- | 
chungen seien %ı, ihnen ent- \ 1 | 
sprechen am Kurbelzapfen die (kleinen) 
linearen Auslenkungen yı =rı = Abb. 1. 

"3 @a ..., mit denen wir weiterhin rechnen 
wollen. Gemäß Abb. 1 ergeben sich infolge der Verdrehungswinkel %,, 93, ... zwischen 
den aufeinanderiassenden Schwungmassen die Absolutwerte der Drehmomente 
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Jpı @ — 99) Jpı @ — 


I, I, 
Jm@(p—9g:) _Jm@(ye— 4) (2). 
Is 


Die periodischen Umfangskräfte zerlegen wir in ihre harmonischen Komponenten in Ab- 
hängigkeit von dem (vom oberen Totpunkt des ersten Zylinders gerechneten) Drehwinkel 


@t-+-9ı ..., worin jedoch 9ı, 93, ... vernachlässigt wird. Beim Zweitakt ist die Periode 
2 und die r-te Harmonische wird sich für die Kurbeln 1, 2, 3... als 
pı = . . ..0) 


schreiben, worin » 0, sich als Phasenwinkel bei der Bestimmung der »-ten Harmonischen 
(graphisch) ergibt. Der Winkel 0, ist — 0) + “a, wo & 3 den Winkel bedeutet, um den 
Kurbel 2 der Kurbel ı voreilt. Aehnlich 0, — 63 + &3; ... Beim Viertakt ist die Periode 
4 zz, somit muß man dort ®? durch 2 teilen und die »-te Harmonische schreibt sich 


pı = P, sin t+ = P; sin = t+ 03) (4). 


Ist v— 1, so spricht man von der »halben Harmonischene, was natürlich nur eine ab- 
kürzende (aber schädliche) Redeweise ist. 
Als dämpfende Kıäfte führen wir die den Schwingungsgeschwindigkeiten verhält- 


nisgleichen äußeren Kräfte X, yı, K; ya, ... ein, d.h. wir vernachlässigen die unbedeu- 
tende innere Dämpfung. 
Die Schwingungsgleichungen der reduzierten Massen sind: 
—Kyır+ Mı —M;, 


Wir schreiben die Gleichungen für eine 6-zylindrige Maschine mit vereinigtem Schwung- 
rad und Dynamo als 7-er Masse an, mit Benutzung der Abkürzungen: 


Die Gleichungen lauten: 
yı + + dı — Aı Ya = | 
+ m; + ka + (aı a3) y ps 


+ ko + (a; + as) Ps 
u y yı + k; Yı Yr 
Da die Eigenschwingungen durch die Dämpfung vernichtet werden, kommt es 
technisch nur auf die sog. stationären Lösungen an. Diese erhält man bekanntlich als 
Ueberlagerung derjenigen, die den einfachen harmonischen Komponenten in pı, Ps, - - - 
entsprechen. Wir greifen daher eine der letzteren, die »-te, heraus, und ersetzen die 
Ausdrücke Pı sinv (ot -+0,), P: sinv (ot 0,), 
durch die komplexen Größen 
P, eivsı eivwt P; (7), 

wobei nach vollführter Integration in bekannter Weise nur die Faktoren der imaginären 
Einheit beizubebalten sind, d.h. die wirklichen Lösungen bilden (gewöhnlieh pflegt man 
vom Ansatz Pcosr(»2-+0,)... auszugehen, wobei dann die reellen Teile der Lösung 
beizubehalten sind). Wir wählen die sin, weil dann die Projektion des Vektors Pı auf 
die Vertikale =pı, und die zeitliche Darstellung des Verlaufes von pı und anderer Größen 
mit Hilfe einer rechts vom Drehpunkt gelegenen Abszisse der Zeit (oder des Winkels ®t) 
eine viel anschaulichere wird. Dem Ansatze (7) entspricht bekanntlich die Lösung 


yı = Yı eivat, yı Y; eivot (8), 
worin die Y komplexe, durch ein graphisches Verfahren zu bestimmende Größen sind. 
Das Einschieben von (8) in (6) führt auf die Gleichungen 
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rı Yı — = Qı 
a—Y; — @ 
— 
worin die &, % ... reell, 7ı 7% ... komplex sind und nachfolgende Bedeutung haben: 
mı (v ©)? .kvo Pı 
Q=-evn 
aı aı aı 
a ma (v ©)? 
a3 a2 ag a2 a2 
a ms (v ©)? a 
az az u3 az az . . (9a). 
(v kvo Ps 
a6 a6 a6 a6 a6 
06 a; 


Statt der umständlichen Determinaten- Auflösung setzen wir vorläufig Yı = Z, und lösen 
(Gl. 9) der Reihe nach nach Y» Y; ... auf, wobei sich die nacheinander zu bildenden 
Vektoren, wenn wir der Symmetrie zuliebe einige Größen we = 
einführen, die von vornherein die Null bedeuten, wie folgt schreiben: 

Yı Zı H, mit Zı willkürlich, H, 

mi ZB=yı Z - Hy, = yı Hı — Ho + Qı 

— H;, mit Z —tı Zı, H; H3 — 0, Hh + & 
mt ZZ 4 — uZ, — vHh +& | 


Y=-Z—H ut Z=-14 4 —- 062, Hk; % + % 
Z, =Yı H, = Yı } 
Die letzte der Gl. (9) lautet nach Einschieben von Z u. Z:: 
Z; == H, 


und bildet die Bedingung, aus der sich die vorerst willkürlich gelassene Größe Zı be- 
stimmt. Zu diesem Behufe wird bei gegebenen Maschinenabmessungen, d. h. wenn alle 
m, a, k, Q, und auch »® bekannt sind, die Reihe der Vektoren Z von einem Anfangs- 
punkt aus polar aufgetragen. Dabei macht man von der bekannten Eigenschaft kom- 
plexer Zahlen Gebrauch, daß eine Vermehrung z. B. von Zı mit yı =cı e’'ı eine »Dreh- 
streckung« bedeutet, d. h. eine Vergrößerung von Z, im Verhältnis 1:cı und eine 
Drehung des so erhaltenen Fahrstrables um den Winkel z7,. Von den resultierenden 
Vektoren Z, und H, ist letzterer nach Größe und Phase bekannt; die Forderung Z, = H, 
bedeutet daher, daß man Z, und mit diesem alle übrigen Z so weit verdrehen muß, bis 
es mit der Richtung von ZH, übereinstimmt, und daß man mit dem willkürlich gewählten 
Zı beginnend dieses und alle übrigen im Verhältnis der absoluten Beträge |H, :|Z, ver- 
größert. Dann liefert die erste Kolonne der Gl. (10) die richtigen Schlußwerte in den 
berichtigten Größen des Z ausgeschrieben 


Yı = Zube 
Ya —= Zu ber H; 


Durch Summation der so erhaltenen Lösungen für andere Harmonische kann die end- 
gültige Gestalt der Schwingungskurve mit jeder erwünschten (graphisch erreichbaren) Ge- 
nauigkeit ermittelt werden. 
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Da die Auslenkungen der erregenden Kraft H, für jede Harmonische verhältnis- 
gleich sind, wäre es wichtig, 4, z. B. durch geeignete Kurbelfolge (oder was dasselbe ist, 
»Zündfolge«) zu verkleinern. Die Wirkung dieser Maßnahme läßt sich graphisch durch 
Ermittelung des H, für verschiedene Annahmen feststellen. Im Falle der Haupt- 
harmonischen (deren Ordnungssumme beim Zweitakt gleich der Zylinderzahl ist) 
haben alle p, also auch alle @ gleiche Phase. Die Dämpfung ist in allen y durch ein 
verhältnismäßig so kleines imaginäres Glied vertreten, daß man dies in den Ausdrücken 
von // vernachlässigen darf, woraus sich ergibt, daß auch die 4 sämtlich gleiche 
Phase baben. Verschiedenheiten in der Zündfolge beeinflussen nur die Größen Q; sind 
nun, wie man bei gut ausgeglichenen Maschinen annehmen darf, alle P gleich groß und 
darf man die Zwischenrgrößen a untereinander gleich, also beim 6 zylindrigen Zweitakt 
4 —=aqa; setzen, so Ändern sich die Werte der F nicht, und es wird auch 
nach Größe und Phase durch Aenderung der Zündfolge nicht beeinflußt. 


1. Die Resonanz. Stimmt die Frequenz einer der Harmonischen mit der Frequenz 
einer der Eigenschwingungen der Welle einschließlich ihrer Massen überein, so entsteht 
die gefährliche »Resonanz«, bei welcher die Ausschläge, wenn keine Dämpfung vor- 
handen wäre, theoretisch unendlich groß würden, also Bruchgefahr entstünde. Infolge 
der Dämpfung bleiben sie endlich, können jedoch trotzdem wegen der »Ermüdungs«- 
Möglichkeit der Welle gefährlich werden. Um beim graphischen Verfahren die erforder- 
liche Genauigkeit zu erreichen, empfiehlt es sich, die in den Handbüchern angegebene 
Dämpfung mit dem 10- ja 100-fachen Betrag einzusetzen und die Ausschläge zum Schluß 
im gleichen Verhältnis zu vergrößern, da sie bekanntlich, wie dies auch aus dem fol- 
genden hervorgeht, der Dämpfung umgekebrt verhältnisgleich sind, solange diese an sich 
nicht stark ist. 


Zahlenbeispiel: 6 Zylinder doppeltwirkende Maschine mit 800 mm Durchmesser, 
1200 mm Hub, 100 Umdr./Min. mı = —=....—= m, — 11,1 kg s?/em; m; = 300 kg s’/em, 
a = a — as — 1,14:10° kg/em; a; — 0,631 10° kg/em, 0,464 kg/em; Dämpfungs- 
wert für Resonanz mit dem 100-fachen Betrag gerechnet nach Formel k = 100 : 0,04 mw; 
Resonanzfrequenz rw, = 68,75 8 "'; Resonanzdrehzahl für die 6. Harmonische P; = 4460 kg 
ist 2, = 109,4 Uml./min. Die graphische Untersuchung zeigt in Abb. 2 die Vektoren 7, 


| 


Abb. 2. 


in Abb. 3 die Vektoren Z, in Abb. 4 die Vektoren HM. In Abb. 5 ist Z, vom Diagramm 
Abb. 2 durch Drehung und proportionale Vergrößerung mit #4 zum Uebereinstimmen 
gebracht worden. Aus den so berichtigten Z-Werten ergeben sich in Abb. 6 nach Ver- 
mehrung mit 100 die Vektoren Y der wahren Auslenkungen, die für den Zeitpunkt = 0 
in der Nebenabbildung über den Zylinderabständen aufgetragen eine Projektion der 
Raumkurve, die von den Punkten Aı As....A; in Abb. I gebildet wird, darstellen. Die 
größte Drehbeanspruchung der Welle findet sich zu 7 = -: 5500 kg/em?, doch dürfte die 
Dämpfung in. Wirklichkeit merklich größer sein. Die auf gleiche Auslenkung der ersten 
Maße bezogene Gestalt der dämpfungsfreien Eigenschwingung wird durch folgende Zahlen 
rekennzeichnet: 


Zylinder 1 2 3 4 5 6  Schwungrad 
Eigenschwingung 1 0,953 0,862 0,699 0,450 0,305 0,150 
Resonanz 1 0,955 0,855 0,632 0,485 0,313 0,142 


Wie ersichtlich, stimmen diese Formen bis auf praktisch belanglose Unterschiede 
überein. Die Determinantentheorie lehrt, daß bei D= 0 die Unterdeterminanten einer 
Zeile die gleichen Verhältnisse bilden, wie diejenigen irgend einer andern Zeile. Hieraus 
kann man beweisen, daß bei verschwindend kleiner Dämpfung (Grenzübergang zur 
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Dämpfung =Null) die bei- 
den Schwingungsfor- 
menstreng zusammen- 
fallen. Diesen Umstand 
benutzt Dr. Eichelberg’), 
um die Resonanzausschläge 
aus der Gleichheit der 
Arbeiten der erregenden 
und der Dämpfungskräfte 
zu berechnen. Ist p, = 
P,sinv (ot + die rv-te 
Harmonische, = 4, sin 
(ot-+ 6,) der Ausschlag 
der s-ten Masse, so ist die 
Arbeit der erregenden 
Kräfte auf eine volle 
Schwingungsdauer vw» 
2r gerechnet = 7 P, 
sin (6, — 6,) diejenige der 
Dämpfungskräfte — n K 
(vo). Die Größe der 
ist den Ausschlägen einer 
bestimmten Eigenschwin- 
gung verhältnisgleich A, = 
Aus der Gleich- 
heit der Arbeitssummen 
kann die Größe P, also 
auch die Größe der Reso- 
nanzausschläge berechnet 
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Abb. 3. 


werden. Der Arbeitsaufwand ist hierbei kleiner als beim Vektorverfahren, letzteres ver- 
dient trotzdem wegen seiner universellen Verwendbarkeit Beachtung im Unterricht. Im 
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oben angeführten Fall 
ergibt das Verfahren 
von Eichelberg die Re- 
sonanzausschläge um 
3vH größer als nach 
dem graphischen Ver- 
fahren; letzteres ist 
mithin für praktische 
Zwecke hinreichend ge- 
nau. 


2. Unschädliche 
oder „Schein - Reso- 
nanz“. Bei geeignet 
abgestimmten Massen- 
und Kräfteverhältnissen 
können die Ausschläge 
trotz der Uebereinstim- 
mung der Kraft- und 
der Eigenschwingungs- 
frequenzen unschädlich 
klein gemacht werden, 
so daß nur eine Schein- 
Abb. 5. gefahr, oder wie wir 
kurz sagen wollen, eine 


Scheinresonanz vorliegt. 

Von den Lehrbüchern der Mechanik enthält, soviel wir sehen, nur das von Routh 
einige gedrängte Andeutungen über diesen Fall. Ausführlich behandelt wurde er von 
Holzer in seiner bekannten Monographie und in der Schweiz. Bauzeitung Bd. 82, 1823, 
S. 310"). Wir glauben, daß die Verhältnisse durch die nachfolgende Betrachtung nütz- 


licherweise weiter geklärt werden. 
\ 


Abb. 6. 


Um eine übersichtliche Darstellung zu gewinnen, beschränken wir uns vorläufig 
auf eine Welle mit 3 Massen, deren Schwingungsgleichungen wir aus (6) als 


erhalten. Die Eigenschwingungszahl der Welle wird durch dieselben Gleichungen be- 
stimmt, wenn man darin = mp =p —=0, — 0 setzt und für die y den Ansatz 


yı = Yu sinpt; Ya»sinpt; Yansinpt. . (12) 


') Nach Abschluß dieser Studie erschien in der Festschrift Stodola, S. 234, eine wertvolle Er- 
zänzung Holzers. 


Zy ber 
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benutzt. Endliche Werte der Y, sind bekanntlich nur möglich, wenn die Determinante 
der Vorzahlen in (11) verschwindet, d.h. wenn 


— mı po’) 0 
Ds = | (aı +4 -— ma da == (0 (13), 
0 — (az m; 


woraus man und aus die sekundliche Schwingungszahl N, bestimmt. 

Wir betrachten zunächst die erzwungenen Schwingungen im dämpfungsfreien 
Fall. Besitzen die treibenden Kräfte harmonische Komponenten mit der Frequenz p und 
ist deren Phase, wie es mit den gefährlichen Komponenten von gleicher Ordnung wie die 
Zylinderzahl zu sein pflegt, gleich, so dal man 


pı=Pısinpt; m=Psinpt; p=Psinpt. . . . (14) 
setzen kann, so gewinnt man die Auslenkungen des stationären Zustandes 
Yı sin pt; sin pt; Ys' == Y; sin pt (15) 
(nach Einsetzen von (14) und (15) in (11) in der Determinantenform 
D D . 
h=,; 


worin D die Determinante D, aber mit p» =p und D, D, D; Determinanten bedeuten, die 
aus D hervorgehen, wehn man darin die 1. bzw. 2. bzw. 3. Kolonne durch Pı PP; er- 


setzt; beispielsweise ist 0 
D,= P — mp?) — 
P; => (as 


Wenn p sich po nähert, so wachsen, da sich dann D der Null nähert, die stationären 
Auslenkungen ins Ungemessene, es liegt der Fall der »Resonanz« vor. 

Nun lehren Gl. (16), daß es eine Möglichkeit gibt, das Unendlichwerden der Aus- 
schläge selbst bei Resonanz zu vermeiden, wenn man bei derjenigen Frequenz der er- 
regenden Kräfte, die D= 0 macht, auch die Zählerdeterminanten 

D=D=-D =0 
verschwinden läßt. Die näheren Umstände, unter deren dieses Verfahren anwendbar ist, 
sollen hier mit Rücksicht auf die Wichtigkeit dieser Fragen für den Dieselmotoren - Kon- 
strukteur etwas eingehender untersucht werden, als bisher in der Literatur geschehen ist. 

Schiebt man die Ansätze (14) und (15) in (11) ein, so entsteht mit abkürzender 
neuer Bezeichnung die Gleichungsgruppe 

a Y,-+b Y; = Pı 


’ 


Die allgemeine Theorie linearer Gleiehungen findet man auf Grund des sogen. Matrix- 
Kalkuls beispielsweise in Böcher, Einführung in die höhere Algebra (Verlag B. G. Teubner) 
dargestellt. Das wesentliche dieser uns Ingenieuren fremden und verwickelten Ueber- 
legungen kann in folgende vereinfachte Form gebracht werden. Die für unsere Aufgabe 
maßgebende Frage ist: Welche Bedingungen müssen erfüllt sein, damit man 
in Gl. (18) einer der Unbekannten, z. B. }; einen beliebigen Wert erteilen 
könne. Wir schreiben die ersten beiden als 

a Y, Y; — Pı —c 

a +5 Y; = P,— ce Y; 
und lösen nach Y}ı }, auf, was 


|Pı—e Y; b a 
ad 
ab ‚ab 
ad ab 


ergibt. Indem wir diese in die 3. der Gl. (18) einschieben, entsteht nach Zerlegung der 
Zäblerdeterminanten gemäß der Additionsregel 
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Sowohl die erste wie die zweite Gruppe stellt aber wieder Determinanten dar, und zwar 


ab P| abe 
abP Y=0. . .. 2... (20), 
P; 


wie man durch Entwicklung nach den Unterdeterminanten je der untersten Reihen leicht 
bestätigt. Die erste hiervon ist nichts anderes als die in Gl. (16) mit D; bezeichnete, die 
zweite aber ist die Determinante D. Die gesuchte Bedingung lautet mithin, in Ueber- 
einstimmung mit dem, was man aus Gl. (16) unmittelbar abliest: 


abe abPı 
—=—0; =0...... 2). 
a'b" c" P; 


Verschwinden diese beiden, so ist, um es zu wiederholen, gestattet, Y; einen 
beliebigen Wert zu erteilen, worauf Gl. (19) die Werte von }, und ); er- 
geben. Gl. (21) dienen dazu, um zwei geeignete der verfügbaren Größen m, my ma aı 
@%p zu bestimmen. Öftenbar muß dabei die Nennergröße 


b | 0 

ab 
von Null verschieden sein. Nun kann der wichtige Schluß gezogen werden, daß, 
wenn Gl. (21) erfüllt sind, notwendig auch Di =0; D,=0 sein müssen, weil 
sich widrigenfalls aus der Normal-Auflösung Gl. (16) = w ergeben 
würde, im Widerspruch mit den endlichen Werten (19), die, wie oben be- 
wiesen, die richtige zu }; gehörende Lösung von (18) bilden. 


Der Beweis kann ohne weiteres auf n Gleichungen mit n Unbekannten übertragen 
werden. Die Auslenkung, auf deren willkürliche Festsetzung man besonderes Gewicht 
legt, wird als letzte angeführt. Die (n— 1) ersten Gleichungen benützt man, um die 
ersten (rn — 1) Unbekannten zu berechnen. Die Bedingungen für die Zulässigkeit sind 


. . == (): D, = 0, 


was dann auch das Nullwerden der entsprechend gebildeten Determinanten 


nach sich führt. Es muß jedoch wieder die aus den (n — 1) ersten Gliedern der Reihen 
und der Kolonnen gebildete Unterdeterminante von Null verschieden sein. Wenn diese, 
aber auch alle übrigen Unterdeterminanten (rn — I)ter Ordnung verschwänden, so dürfte 
man, wie bei Böcher nachzulesen ist, den zwei letzten Unbekannten willkürliche Werte 
beilegen, und die übrigen aus den verbleibenden (n — 2) Gleichungen berechnen. Dieser 
für die Anschauung von vornherein paradoxe Fall ist jedoch, da die wirkliche Deter- 
minante stark mit Nullen angefüllt ist, wie man sich überzeugen kann, unmöglich. 

Da nun in unserem Beispiel Y; willkürlich ist, so darf man ihm auch den Wert 

Y=0 

beilegen, und es entsteht der von Holzer mit Recht hervorgehobene Fall der Teil- 
schwingung, wo eine Masse oder eine Gruppe von Massen überhaupt nicht schwingt, 
mit einer ausgezeichneten Gleichförmigkeit der Drehung der betreffenden Masse, 
als welche man mit Vorteil den Anker eines etwa vorhandenen Stromerzeugers wählen 
würde. Die Verhältnisse wären also günstigere als bei der normalen Disposition, wo die 
Betriebsdrehzahl gar nicht weit von einer gefährlichen Resonanz zu liegen pflegt. 


Gl. (18) haben jedoch nach Erfüllung der Bedingungen (21) unendlich viele 
Lösungen und so entsteht die wichtige Frage was unternommen werden kann 
und muß, um ihnen gerade diejenige mit Y; = (0 aufzuzwingen. Bei Dämpfungs- 
losigkeit überlagert sich über die stationäre Lösung eine Gruppe aller Eigenschwingungen 
der Welle, deren Beschaffenheit von der Art des Anfahrens abhängt. Hierdurch oder 


INngew. 
3 
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theoretisch durch die geeignete Einstellung der Auslenkungen Yı Y, mit ihren Phasen 
könnte Y; = 0 erzwungen werden. In Wahrheit ist stets eine Dämpfung vorhanden, 
die alle Eigenschwingungen zum Abklingen bringt und mit einem bestimmten stationären 
Zustand endigt. Dieser läßt sich, wie wir gesehen haben, durch Einführung komplexer 
Größen in die Gl. (1I) wie folgt leicht allgemein angeben. 

Mit dem Lösungsansatz 


y-Yıe't!; „= here, here! . . . (22) 
und aus den Gl. (9a) abgeleiteten Bezeichnungen 
mı (v 0)? ‚kıvo 
yı=l- - Qı = 
ay a; aı 
my (v @)? a 2 
ag ag ag ag 
ma (vr @)? 
ag az «2 


gehen. Gl. (1!) in 

ıı -b=Q, -I rı . (24) 
über. Bezeichnen wir mit D’ und D\' D, D,; die zu (13) und (17) analogen, aber kom- 
plexen Determinanten 


| 0 
| 
0 
D, = (pr tn . . (25a), 
0 
0 
| | 
| 0 
so sind die komplexen Lösungen 
(26). 


Nach Vermehrung mit e'’®' und Beibehaltung des jeweiligen Faktors von ? ergeben sich, 
wie erläutert, die reellen Augenblickswerte der Auslenkungen. 


Sonderfall: Die Phasenwinkel der Kräfte 0,; 0; 0; seien je 0 oder z. Für das 
vorhin herausgegrifiene Y; zerlegen wir Zähler- und Nenner-Determinante in ihre reellen 
und imaginären Bestandteile. Mit den Bezeichnungen 

aı my (vr a)? m? (rm)? 
aa a 


ag 


a, \ 
D,—=x(ro) E af „he aafı san A „2 (vw)? fı fa (26 a) 


D; = Q: + fa > 
a ag 
lautet die Zerlegung 


D'’=D,-+iD, D; = + 1D;.. 


| 
| 
zwar | 
2icht 
die 
ber- 
). 
ıen 
er- 
dAı 
laß, 
eil 
en 
| 
cht | 
die | 
| | | 
| 
An | 
te 
te 
er 
T- 
rt 
t, 
n 
| 
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Man erkennt, daß bei kleiner Dämpfung *# sehr angenähert die Gleichheiten 

und D;, X D; 
bestehen. Hat man D und D; gemäß GI. (21) zum Verschwinden gebracht, so nimmt 
Y; den Wert 


an. Während also bei dämpfungsfreier Schwingung und geeigneten Vorschriften 
über die Größe der Auslenkungen }; Ys für die dritte der Wert }3=0 erzwungen 
werden könnte, verschwindet es jetzt nicht mehr und kann überhaupt durch die 
Anfangsbedingungen der Schwingung nicht beeinflußt werden. Es ist mithin auch 
nicht zulässig, den Wert von }; als denjenigen einer unbestimmten Zahl D;/D = 0/0 
durch Grenzübergang zur NResonanzdrehzahl mittels Differentiation von Zähler und 


Nenner als 
( wres d D/dw? ( ) 


zu bestimmen. Infolge der im allgemeinen kleinen Dämpfung kommt vielmehr derjenige 
Grenzwert von (26b) in Betracht, der dem \ebergang k = 0 entspricht, d.h. 


| dx 

( 


(Gl. 26) lehren, daß D; und D,, ganze Funktionen von k sind. Die Ableitungen in Gl. (28) 
reduzieren sich mithin für k—0 auf den Beiwert der 1. Potenz von k in D, und D;; 
und es wird 


(Yı),—o = (28). 


fi fıca 
+ | + ) 
(Y,) ay a2 (28a) 
+ + — (1 
ag ag aı a? 


worin fi = = fs gesetzt werden darf und sich weghebt. Der Unterschied gegenüber 
dem nach Gl. (27) gebildeten Grenzwert ist augenscheinlich. Wir fügen noch die Grenz- 
werte von }; und Yı hinzu: 


f: 
a; Qı + + 03 2) + > 93 
f: f: 
(28 6), 


worin N den Nenner in Gl (28a) bedeutet '). 
Die Uebersicht über die Verhältnisse, unter welchen Scheinresonanz möglich ist, 
wurde durch den a.a (). entwickelten Satz von Schmidt-Holzer sehr gefördert, wonach 


ohne Dämpfung, wenn die Winkel 6, 0... =-0 oder z sind 
Pı ye+ Pı yet... = 
sein muß. Dieser Satz nimmt bei beliebigen Phasen 0, 9, ... die Form 


I) Allgemeine Bemerkung über die Phasen der Ausschläge bei Resonanz und außerhalb der- 
selben. Außerhalb der Resonanz ist wegen der angenommenen kleinen Dämpfung D’ =D, +iDi = D- 
bei Resonanz D'’ =: Ds; die Zählerdeterminanten ändern in der Nähe der Resonanz ihren Betrag nur un- 
wesentlich. Es wird daher z.B. 


\ außerhalb der Resonanz 
ri 


2ı 

bei > > 
\:D 
Man erkennt, daß, sofern D;, positiv ist, die Phase von Y, bei Resonanz derjenigen unter der Resonanz 
um 90° nacheilt, über der Resonanz, wo dann D- negativ wird, muß sie um 90° voreilen. Die Phase 
gerenüber den erregenden Kräften ist nur dann ebenfalls 90°, wenn die Phase aller Kräfte die gleiche ist. 


} 1 
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an, was nur erfüllt werden kann, wenn der reelle und der imaginäre Teil für sich ver- 
schwindet, wodurch die Zahl der Bedingungen sich erhöht und die Schwierigkeit, ihnen 
zu genügen, wächst. 

Bei Mehrzylindermaschinen führt die durch Gl. (10) angegebene schrittweise Auf- 
lösung, wie man sich durch Nachreehnung überzeugt, auf dieselben Ausdrücke wie die 
Auflösung in Determinantenform. Setzt man nämlich in die Schlußgleichung 


u —=H, 
der Reihe nach die Größen Z,, Z,,...H,, H;,,...und Zı =Yı ein, so entsteht 
=D, 
wo D' die Determinante der Beiwerte in Gl. (9) bedeutet, während D', aus D' mittels Er- 
satz der ersten Kolonne durch die Größen Qı, Q:,. . . entsteht. 


3. Sonderfall der dämpfungsfreien Schwingung. Soll Schein-Resonanz be- 
stehen, so müssen die Massenverhältnisse und die Drehzahl so gewählt werden, daß die 
(als reell ohne Strich bezeichneten) Determinanten 


werden, was gemäß obigem gleichbedeutend ist mit 


mit dämpfungsfreien Zahlenwerten. Letztere Form läßt einen Umstand erkennen, der bei 
der verwickelten Form von (30) leicht verborgen bleiben könnte, daß nämlich aus D= 0 
und D, = 0 nicht zwei beliebige Größen berechnet werden können. Schreibt man Gl. (31) 
z.B. für die 6-Zylinder Maschine gemäß Gl. (16) ausführlich hin und schiebt die Werte 
von 4 Hs, ein, so entsteht mit Q; = 0 

— 0 2) —- Z=0, 


Oder anders geordnet 


yı 

YT IH; Is 


Aus diesen Gleichungen können offenbar ys yı, was sonst sehr erwünscht wäre, 
nicht berechnet werden, es ist vielmehr, damit kein Widerspruch entsteht, die neue Bedingung 


Z H 
Ze Hs Hs; 


zu erfüllen. Gl. (31c) und eine der obigen, am besten (31a), bilden die neuen Bedin- 
gungen für den Eintritt der Scheinresonanz. Die Größen, über die man verfügen kann, 
sind die Massen mı ... m;, die elastischen Konstanten aı ... a, und die Frequenz der 
Eigenschwingung » », wobei ® durch praktische Rücksichten vorgeschrieben sein wird. 
Man hätte bei der Eliminierung der Unbekannten ebensogut mit der letzten der Gl. (9) 
beginnen können, was zu zwei ähnlichen Beziehungen wie (31a), (31b), aber mit (7 — ”, 
als den ersten Gliedern geführt hätte. Daraus folgt, daß auch yı 7» nicht einzeln be- 
rechnet werden können und daß überhaupt eine Symmetrie der Beziehungen besteht, so 
daß, was z.B. für Größen mit dem Index 2 und 3 gilt, auch gilt für die Größen mit 
dem Index 6 und 5 usw. Eine allgemeine algebraische Uebersicht über eventuell auf- 
tauchende Widersprüche bei der Auflösung der Bedingungsgleichungen (31a) und (31c) 
aufzustellen dürfte keine mathematisch einfache Aufgabe sein, umsomehr als die Zylinder- 
zahl praktisch bis auf 10 und mehr anzuwachsen pflegt. Sollte die Ausrechnung für 
irgendwelche der Grundgrößen auf zwei Gleichungen höheren Grades führen, so würden 
sich durch eine graphische Kurvendarstellung die Schwierigkeiten umgehen lassen, 
indem dabei die Widersprüche sich durch Nichtschneiden der Kurven u. ä. bemerk- 
bar machen. 

Man gewinnt beispielsweise für die 6-zylindrige Maschine folgende Uebersicht über 
die Lösungsmöglichkeiten unter Voraussetzung des praktisch wichtigen Falles der Haupt- 
harmonischen, deren Ordnungszahl beim Zweitakt mit der Zylinderzahl übereinstimmt. 


| 
| 
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Die Vektoren Qı sind dann alle von gleicher Phase, die bei Dämpfungsfreiheit zugleich 
die gemeinsame Phase aller Z/ ist. Fängt man, wie früher dargelegt, mit einem willkür- 
lichen Z, an, so hebt sich dieses ebenso wie die absolute Größe der P, die man nor- 
malerweise für alle Zylinder gleich groß annehmen wird, in den Bedingungsgleichungen 
(31a), (31c) überall hinweg, d. h. man kann beliebige der Größen Z mit den Werten 
einsetzen, die das graphische Verfahren lieferte. Die Gl. (31a), (31c) lauten, wenn man 
von Z; an die Grundgrößen a und m einführt: 


D Z; D 
m; (v las ( — ı) + (v «»)?] 
Z 


as = —_ ı) + (me + mr) (v ©)? 
An 
2 H ZH (v a)? Z 
ag P; Ps as 25 


und erlauben aus (31e') die unmittelbare Bestimmung von a; oder m; und, wenn diese 
Größen in Z und Gl. (31a) eingeschoben wurden, von a,, während alle übrigen Größen 
willkürlich wählbar sind. 

Zahlenrechnungen zeigen, daß bei Massengrößen, wie sie durch konstruktive Rück- 
sichten festgelegt werden, die elastischen Größen a, a, praktisch unausführbare Beträge 
erhalten und daß umgekehrt, wenn «a; «a, innerhalb praktischer Grenzen gegeben sind, 
die Massen viel zu große Beträge annehmen, als daß man sie etwa als auf den Kurbel- 
armen sitzende Schwunggewichte innerhalb des Rahmens der Maschine unterbringen 
könnte. 

Die Aussichten auf Verwendbarkeit des Ausgleiches bei einer normalen Diesel- 
maschine sind mithin ganz gering, umsomehr, als nur eine Harmonische und eine Re- 
sonanzfrequenz in Frage kommen. Die Mannigfaltigkeit der im praktischen Maschinen- 
bau vorkommenden und möglichen Motor-Aenderungen und Massenverteilungen ist in- 
dessen so groß, daß eine tiefere Einsicht in die Verhältnisse doch von Wert sein kann. 

Fällt ein Knotenpunkt einer Eigenschwingung gerade mit einem Schwungmassen- 
schwerpunkte zusammen, so kann man sich diese Masse eingespannt und nur die z.B. 
auf ihrer linken Seite befindlichen Massen in Eigenschwingung versetzt denken. Das 
hierbei auf die fragliche Masse ausgeübte wechselnde Moment kann statt durch die Ein- 
spannvorrichtung durch eine geeignet große Kolbenkraft des zugehörigen Zylinders aus- 
zreübt werden, indem man die Zündung der übrigen ausschaltet. Diese Kraft, die mit der 
Frequenz einer Eigenschwingung auf die hervorgehobene Masse einwirkt, erzeugt also 
wieder endlich große Ausschläge; man hat somit Scheinresonanz und obendrein Schwingungs- 
freiheit des anderen Wellenteiles. Dies ist die von Holzer hervorgehobene » Teil- 
schwingung«e. 

Zur Veranschaulichung, wieso bei Scheinresonanz das Wachstum der Ausschläge 
unterbleibt, kann man das von Kneser') vor vielen Jahren angegebene Verfahren des 
Massenausgleiches bei Biegungsschwingungen von Wellen heranziehen. Die Torsions- 
schwingungen sind bekanntlich mathematisch das gleiche wie die Querschwingungen von 
Seiten, und man kann sich die Schwungmassen einer Welle durch eine stetige Massen- 
verteilung ersetzt denken, die der Seite ähnlich wäre. Betrachtet man eine Eigen- 
schwingung der Seite mit der Einsenkung 


y--Asinkx cosit, 


so besteht zwischen % und A bekanntlich der Zusammenhang = ck (wo ce die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der elastischen Störung). Läßt man auf die Seite eine peri- 
odische Querkraft mit der besonderen Verteilung 

| P—Psin x cosAt 


(je Längeneinheit) einwirken, so ist »Resonanz« vorhanden, sobald A — A, allein unendlich 
wachsende Ausschläge würden nur entstehen, wenn zugleich X“ —=k ist. Im anderen 
Fall (k' 7 k) bleiben die Ausschläge endlich, d. h. wir haben Scheipresonanz. Nur wenn 
bei der Kraft der Wellenberg und das Wellental sich mit dem Wellenberg und -Tal der 


Auslenkung decken, hat die Kraft aufschaukelnde Wirkung; sonst bleibt sie ungefährlich. 
398 


!) Vereinfacht dargestellt in Dampf- und Gasturbinen. 6. Aufl., S. 375. 
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Zur Berechnung der Bogenträger. 
Von J. FRITSCHE in Prag. 


n einem Aufsatze von Juni 1927!) gibt Herr Prof. Pöschl der Meinung Ausdruck, daß 
die in der Technik übliche Berechnung der Träger mit gekrümmter Mittellinie (Bogen- 
träger) insofern ungenau wäre, als sie den Einfluß der Längskräfte auf die Form- 

änderung nicht genügend erfaßt; er beruft sich dabei auf Wieghardt und Föppl, die 
in der Berücksichtigung der Längskräfte bei Voraussetzuug der Grundlagen der Navier- 
schen Balkenbiegung eher eine Verschlechterung als eine Verbesserung gegenüber den 
Ergebnissen der strengen, zweidimensionalen Rechnung erkannten. Pöschl gelingt es 
auf einfache Weise, diese Unstimmigkeiten zu vermindern und zwar im wesentlichen auf 
die Art, daß er die in der Technik übliche Auffassung des gekrümmten Stabes über- 
nimmt; d.h. den Träger mit stetig gekrümmter Mittellinie in gerade Stabelemente von 
der Länge ds zerlegt, die sich nur in einer Geraden durch die Stabachse senkrecht zur 
Stabebene berühren. (Siehe »Grüning, Zur Statik des ebenen Tragwerkes, Berlin 1925«.) 
Es soll nun im 

folgenden kurz gezeigt 

werden, daß die Ergeb- l 

nisse Pöschls, so weit 
sie sich auf die Nähe- 
rungsrechnung bezie- 
hen, in der Baustatik 
seit langem benützt 
werden, daß also die 
Berücksichtigung der 
Längskräfte unter der 
erwähnten Voraussetz- 
ung mit ausreichender 

Genauigkeit erfolgt. | 

Wie weit diese Voraus- 
setzungen der techni- 
schen Festigkeitslehre 
zulässig sind, kann ein- 
mal durch die strenge 
zweidimensionale Rech- 
nung, andererseits durch 
Versuche geprüft wer- 
den: entscheidend da- Abb. 1. 
für ist das Verhält- 
nis der Stabdicke 2d zum Krümmungshalbmesser v. Pöschl gibt auf Grund seiner 
strengen zweidimensionalen Rechnung an, daß die Uebereinstimmung um so besser wird, 
je mehr sich das Verhältnis En dem Wert 0.05 nähert. R. Mayer hat zur Entscheidung 
dieser Frage Versuche durchgeführt, deren Ergebnisse in dieser Zeitschrift vom Jahre 
1925 mitgeteilt sind und aus denen ebenfalls ersichtlich ist, daß diese Voraussetzung für 
alle Zwecke des Hoch- und Brückenbaues unbedenklich gemacht werden kann. 

Für die Zwecke der Baustatik ist es aus bekannten Gründen entsprechender, statt 
eines Kreisbogens einen Bogen mit parabolisch gekrümmter Stabachse anzunehmen, dessen 
Gleichung in der Form 


[RA93271] 


4f 


benutzt werden soll. Für ein Bogenelement von der in der Kämpfersehne gemessenen 
Länge dx —dscosy lauten die drei Gleichgewichtsbedingungen mit den in Abb. 2 ein- 
getragenen Bezeichnungen 

Nsing+Vcosg—(N-+dN) sin (g+dy)— (V+dV) cos (Pp+dy) — g(x)dx — | 

N cos g— Vsing— (N (1). 


I, Diese Zeitschr., Bd. 7 (1997). 
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Aus den ersten beiden Gl. (1) folgt nach kurzer Rechnung und Integration 
-N sing — V cos + Cı (2) 
4 


— = 0 
und daraus 


x 
N=[C, — /q(a) da] sin q + (5 cos y 
‘ 
x (3), 
V= (x) d x] cos — sin 


RAa3272) 


Abb. 2. 


Bezeichnet man mit A, den linken Auflagerdruck des einfachen Balkens von der Spann- 
weite ©, mit Yo die Querkraft desselben, dann ist 


Damit wird 


N—(C+YVo)sing + C,cosY (3a) 
V=(C+YV,) cosy — &siny 
wobei — — 4. 

Aus der dritten Gleichung von (1) folgt nach Einsetzen von V der in der Technik 


übliche Ausdruck für M mit 
M— /Vodx+ Cr 
0 


wenn M, das Moment des einfachen Balkens bedeutet. Mit diesen 61. (3) und (4) ist bei 
statisch bestimmt gelagerten Bogenträgern die Berechnung der Größen N, V und M ohne 
weiteres möglich. Bei statisch unbestimmt gelagerten Bogenträgern ist jedoch ein Ein- 


£ 
ON 
N 
\ 
| 
= 
) dy | 
| 
\_ 
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gehen auf die Formänderurg des Tragwerkes notwendig, weil die Randbedingungen für 
N, V, M zur Berechnung der drei Integrationskoustanten nicht ausreichen. 


Die Verschiebung eines beliebigen Bogenpunktes P nach P werde in zwei Teil- 
verschiebungen in lotrechter und wagerechter Richtung zerlegt, die mit 7 und S bezeichnet 
werden sollen; die Koordinaten des Punktes 7’ seien & und y. Dann ist 

ds=ds+ Jds= (+ = [(! +9°+(y+ (1+ (\ +2 dx 
wenn man Difierentiationen nach dem Pärameter X mit einem Punkt über dem Funktions- 
zeichen andeutet. Da man alle quadratischen Glieder der Verschiebungsgrößen und ihrer 
Ableitungen vernachlässigt, ist es vorteilbaft, obigen Ausdruck nach der binomischen 
Reihe zu entwickeln; man erhält damit 

. . . . . . . (5) 

ds 1 +y? 

Berücksichtigt man, daß tgey us, läßt sich &e auch mit 


anschreiben und daraus berechnet sich auf Grund des Hookeschen Gesetzes für ein 
gerades Stabelement von der Länge ds 

Bezeichnet man die Richtungskonstante der Tangente an die verformte Stabachse 


mit tg q, so ist die Drehung der Querschnittsnormalen © = 7 — 1; weil » ein sehr kleiner 
Winkel ist, berechnet sich 


1 +tgytgsy 


1+: 
und damit bekommt man schließlich 


= 


d N .. ... .. . 
. . . (5b) 
wenn man beachtet, daß 
y=arctg y y y cos’. 
dx 1+y? 


Auf Grund der Navierschen Biegungslehre für das gerade Stabelement ist wieder 
M=— = (7). 
Nach Elimination von $ aus den beiden Gl. (6) und (7) erhält man eine Difieren- 
tialgleichung für 7 in folgender Form 
M l d 
Diese Differentialgleichung (8) ist nichts Neues; allerdings wird sie in der Baustatik aus 
bekannten Gründen gewöhnlich als Differenzengleichung benutzt und bildet in der Form 


I m—1 [ 1 1 \ 
= — + 5M)+- > M\ 


die Grundlage des sogenannten Stabzugverfahrens, das als das theoretisch befriedigendste 
Verfahren zur Ermittlung von Biegelinien angesprochen werden muß. Durch einen 
Grenzübergang geht Gl. (9) unmittelbar in Gl. (8) über. Bei der Auflösung der Diffe- 
rentialgleichung ($) treten zwei neue Integrationskonstante auf, die durch gegebene Rand- 


| 
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bedingungen bestimmt sein müssen. Für den Sonderfall des Zweigelenkbogens z. B., der 
statisch dadurch gekennzeichnet ist, daß C—=0 und G; —=0 ist, muß 7 (0) = 0 und 7 () = 0 
sein; eine andere Aussage kann über 7 am Rande nicht gemacht werden, so daß die 
Integrationskonstante C;, die in diesem Falle in den Ausdrücken für N, V und M ent- 
halten bleibt, noch nicht berechnet werden kann. Eine überzählige Formänderungs- 
bedingung liefern erst die Randbedingungen für die Verschiebungen &; diese berechnen 
sich aus (5) mit 
Bei der Auflösung dieser Diiierential- 
gleichung erster Ordnung tritt eine In- 
tegrationskonstante neu hinzu; für $ 


können aber 2 Randbedingungen ange- 


| - 
| 
geben werden: £(o)=0 und E(W=0, 
so daß die eine der beiden zur Berech- 


| NUR nung von C, herangezogen werden kann. 
u. u Ganz ähnlich liegen die Verhältnisse bei 
| j Bogenträgern, die mehr als einiach 
statisch unbestimmt sind; nur sind für 
die Berechnung der überzähligen, sta- 
tischen Größen die in der Baustatik 
zZ üblichen Verfahren durchsichtiger und 
einfacher. Daß die in der Baustatik 
üblichen Ausdrücke für die Ueberzäh- 
ligen aus den beiden Diiierentialglei- 
7er) chungen (8) und (10) entwickelt werden 
können, läßt sich mit Hilfe einer quellen- 
mäßigen Darstellung der Lösung der- 
selben leicht zeigen. 
Abh. 3. Bezeichnet man die Greensche oder 
RR Einflußfunktion des Differentialausdruckes 
Li) n mit A,(eu), dann läßt sich bekanntlich die Lösung von (8) in folgender Form 
anschreiben: 


RA3327 3] 


wobei M 
(u) EJes% EFdu Ny, 
also das Belastungsglied von (8) mit « als unabhängiger Veränderlicher angeschrieben 
bedeutet. Durch zweimalige Diiierentiation von (11) nach X erhält man mit Benützung 
der Sprungrelation der Greenschen Funktion 


. xt: 

JjJu=r —s 

die Bestätigung des Ansatzes (11). Für den Differentialausdruck Z (1) N stellt sioh be- 

kanntlich die Greensche Funktion durch das Dreieck der Abb. 3 dar und sie ergibt 


sich für 

mit — x) — u) 
K,@u)— — ul K (X u) 
(zu)=0 K zu) 


wobei die Punkte über den Fanktionszeichen A ebenfalls Ableitungen nach x vorstellen. 
Aus (11) folgt 
-| K, zu)y(u)du und y =| y (x u)y(u)du. 
Es war | 


U 


ngew. 
Mech. 


der 
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und nach Integration nach x wird 
x x 


x I 
3 
- dx — K, 
0 0 


Es folgt aus der Unstetigkeit von Kr (zu) bei x, daß auch f(u) dort einen Sprung macht; 
da aber die Greensche Funktion | K, (au) +f(w)=K: bei « zwar nicht glatt, aber 
doch stetig sein muß, ergibt sich, daß für 

fwW)=(1— u)y(u) W)=-—uy(u), 
wobei 0 — «I ist. Wählt man «— 0, dann stellt A: (x u) die Momentenlinie eines ein- 
fachen Balkens bogenartiger Form von der Spannweite / vor, mit dem wagrecht ver- 


| | 

Y ‚ur u 


(zu)für us? 


\ 


(Tu)fur 


2 


Abb. 4. 


schieblichen Lager bei B, der an der Stelle x mit W— 1 belastet ist; mit «— I hat K: 
einen ganz ähnlichen Sinn, nur ist das wagerecht verschiebliche l,ager bei A anzunehmen. 
Der allgemeine Fall 0 < «u <{ 1 entspricht einer willkürlichen Aufteilung von W’—1 auf 
die beiden Gelenke bei A und B; in Abb. 4 sind drei Möglichkeiten für K: (x u) auf- 
gezeichnet. Mit «— 0 wird, wie man sofort sieht, c—= 0 und man bekommt 

x I 


J eos'y 
v0 


frr 


(0) | 
die 
ent- 
ngs- 
tial- 
In- 
r 
nge- 
— (0, 
ech- 
bei 
ach 
für | 
sta- | 
atik | 
und | 
atik | 
| | 
den | | | | 
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ler- | 
| 
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)rm | 
| | 
| 
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für 2—0 ist A: (@u)= 0 und damit die Randbedingung (0) = 0 von selbst befriedigt; 
für =! berechnet sich, da A: @u)=y (u) wird, 


Da die Stützung des Bogenträgers verlangt, daß &()=0 sein soll, hat man nun die 
Bedingung zur Berechnung von & — H. Mit 


Hcosy 

berechnet sich, wenn man, wie es in der Baustatik üblich ist, alle Glieder mit V, streicht 
Ny+Ny=Hycos’g 

und man bekommt 


M—Hy 
Berücksichtigt man, daß — ‚ so schreibt sich die Randbedingung (!) — 0 
nun in folgender Form: 


EFecosy EJeusy JEF 


Nun ist yy — 8 ( —tg’gy,), wenn man beachtet, daß (tg 


— 16 | und es wird 


l 
see’ te? —sin’g)| da 4 0 
/ 
JEF JKEJeosg J/EJeosg 
0 0 


Mit Rücksicht darauf, daß der Einfluß des ersten Gliedes des obigen Ausdruckes bei der 
Berechnung von (C, — // nur sehr gering ist, wird es zulässig sein, zunächst den Wert 
u sin’g(tg’gp — tg?”Yo) überhaupt zu streichen und für den noch bleibenden Ausdruck 
in der eckigen Klammer seinen Mittelwert zu setzen; man erhält 
s (7) =1 114) 


und nun berechnet sich 


— H= (15) 
da 
EJeosg J 


Man hat also den Ausdruck bekommen, der in der Baustatik zur Berechnung des Bogen- 
schubes in der Regel verwendet wird; damit ist gleichzeitig gezeigt, dal die übliche 
Rechnung den Eintluß der Längskräfte mit der notwendigen Genauigkeit berücksichtigt. 
Rechnet man, ohne die erwähnten Vernachlässigungen zu machen, mit dem genauen 


Werte (13), bekommt ıman für 


dx 
J eos 


de 
4 - de cos’ dx 
EJcosp JEFecosg EF 


ıngew. 
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ein Ausdruck, den auch die genaue Betrachtung der Formänderung eines Trägers mit 
gekrümmter Mittellinie nach dem auf dem Prinzipe der virtuellen Verrückungen auf- 
gebauten, üblichen Verfahren liefert. Der Nenner des Ausdruckes (16) ist nichts anderes 


als die Aenderung der Länge der Sehne AB des Balkenträgers bogenartiger Form von 


der Spannweite / infolge Belastung mit ZH = 1. ist der Teil dieser Läängen- 
J EFeosy 


änderung, der bei Festhaltung des gestreckten Winkels W zwischen den Stäben P,C und 


P,D des die Formänderung des gekrümmten Stabes beschreibenden Stabzuges entsteht und 
0 
ist der Teil, den die Aenderung des gestreckten Winkels W bei der Formänderung durch 


IH = 1 hervorbringt. Die rechte Seite des Differentialausdruckes 
.. M d 
L == a — 
ist bekanntlich die Aenderung von ?', bezogen auf die Längeneinheit der Sehne, folglich 


/ydw die dadurch bedingte Längenänderungevon AB. In der Abb. 5 ist nur die Form 


2 
sek Y,,, 


| | 
IRA 33275) AX IX 
Alb, 5. 


änderung berücksichtigt, die durch die Längskräfte hervorgerufen wird, dementsprechend 
bedeutet dw, den Teil von dw, der durch die Wirkung der Längskräfte erzeugt wird. 


Für den Belastungszustand Y=1 ist Ads — —: Jx und 


CC—-DD 
= = - (sin — sin 
EF 


beim Uebergange zur Grenze berechnet sich dann 
1 d (sin 1 co? 
EFdx 
Die Strecke P,P,' hat natürlich den Sinn von %,. 
Daß sich die Differentialgleichung (8) und damit alles Folgende auch aus den 
Grundgleichungen der Schalentheorie entwickeln läßt, zeigt unmittelbar eine Koordinaten- 
transformation. Haben v und :w die aus der Schalentheorie gewohnte Bedeutung, dann 


ist nach Abb. 6 


22* 


| | 
| 
eicht 
3). 
der | 
Nert | 
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seh p, | 
| 
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v—=£siny +,cosg 


Nun ist bekanntlich 
v+w 
== 
wobei der Strich ‚beim Funktionszeichen eine Ab- 
leitung nach g andeutet; daraus folgt nach kurzer 


Rechnung der Wert (5b); dasselbe gilt für 


—w 
€e = 
r de 


Die Diiferentialgleichung (8) läßt sich unter 
den in der Technik üblichen Voraussetzungen 


auch unmittelbar aus der Abb. 7 herauslesen; es ist 
+ rdg=ds und +e(dg +do)— ds Ads, 


d.f. dureh Division mit ve ds 


1 do ı 
r de ds 
bezeichnet man wieder € — und berücksichtigt, daß re en bekommt man 
«US 


als Ansatz für die Berechnung der Formänderungen eines Stabes ınit gekrümmter Mittel- 
linie unter obiger Voraussetzung 


1 
(19). 


Derselbe Ausdruck wird auch durch folgende Rechnung sofort gewonnen: 


l 1 dg 
wobei das Operationszeichen ./ die Berechnung der Aenderung der in die Klammer ein- 
geschriebenen Größen beim Verformungsvorgange andeuten soll. 


1 dodse— Idsdp 1 JSde 


ds” ds r ds 


Sach Ausdrücken von = und un durch M und N folgt bei Veirnachlässigung von 


de ds 
((rößen höherer Kleinheit unmittelbar der frühere Ausdruck (19). Aus dem Ansatz (19) 
folgt leicht die Differentialgleichung (8); es ist mit Berücksichtigung von (5) 


ds. 
| 
dyı dw 
| 
| Pr | 
| 
v | 
/ 
/ | \ 
\ / + \ 
| 
| \ \ 
| 
| Ir 13327, ı] \ 
Abb. 6. 
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1 - ey] + y- 2ey?y 
(x y’) (1 +y°%) "(1 +3e) (1 


nun folgt aus (19) 
M 
1—3Ee)(1 +8 


und schließlich wieder nach kurzer Umrechnung 


EJcosy 
Die in der Baustatik übliche Berechnung des Trägers mit gekrümmter Mittellinie stimmt 
daher mit der aus der Schalentheorie folgenden vollkommen überein. 932 


Über eine durch Torsion hervorgerufene Kipperscheinung. 
Von RUDOLF SONNTAG in Gera. 


ird ein Stab, dessen (Querschnitt zwei sehr verschiedene Hauptträgheitsmomente be- 

sitzt, in Richtung der größeren Biegungssteifigkeit durch Kräfte oder Kräftepaare 

auf Biegunrg beansprucht, so erfolgt bei einer gewissen Grenzlast bekanntlich ein 
Umkippen oder Umschlagen, d. h. es stellt sich neben einer größeren seitlichen Aus- 
biegung auch eine Verdrehung des Stabes ein. Die Theorie dieser Erscheinung wurde 
vor einigen Jahrzehnten von Prandtl'!) gegeben und auf eine Reihe von praktisch 
wichtigen Belastungsfällen angewandt. In der vorliegenden Untersuchung, die einen von 
verdrehenden Kräften beanspruchten Stab zum Gegenstand hat, handelt es sich um einen 
ähnlichen Fall von instabilem, elastischen Gleichgewicht, der eine eigenartige Ergänzung 
zu den von Prandtl behandelten Belastungsfällen bildet und dem eine besondere prak- 
tische Bedeutung zukommt. 


1. Problemstellung. Der Stab, auf den sich die vorliegende Abhandlung be- 
ziebt, ist in Abb. 1 in Aufriß und Grundriß dargestellt. Er besteht aus zwei gleichen recht- 
eckigen Platten von der freien Länge 2/, die im Abstand 2p voneinander angeordnet sind 
und deren Höhe 2h groß ist gegenüber der anderen Querschnittsabmessung 5b. Beide 
Platten sind an ihren Enden miteinander verbunden und fest eingespannt, was beispiels- 
weise dadurch geschehen kann, daß die Plattenenden mit kräftig ausgebildeten Zwischen- 
stücken, die gegenüber den Platten als starr anzusehen sind, durch Schrauben oder 
Nieten fest verbunden werden. Die Belastung des Stabes besteht aus zwei entgegen- 
gesetzt gleichen Torsionsmomenten M,, die an den Stabenden, z. B. an den starren 
Zwischenstücken, in irgendeiner Weise angreifen mögen. Ein derartig beschaftener 
und beanspruchter Stab besitzt praktı- 


sche Bedeutung sowohl für die Maschi- 17 W 
nentechnik, aus der die Anregung zu | 

dieser Arbeit stammt, als auch für die | | ı fe 
Baukonstruktionspraxis, und bierbei wohl | 4 
namentlich für den Leichtbau. Als Bei- | | Y 

spiel aus dem Maschinenbau sei eine | | S 
Gruppe von Arbeitsmaschinen angeführt | | | ' 
(Pressen, Stanzen usw.), deren Körper 
nicht aus einem Gußstück bestehen, son- 1y bb 
dern zur Erhöhung derBruchsicherheit aus ar IX 

Flußeisen- oder Stahlplatten zusammen- L 


gesetzt sind. Die Gefahr des Umkippens az) 

wird sich zwar in allen denjenigen Fällen Abb. 1. 

so gut wie beseitigen lassen, bei denen 

konstruktive Rücksichten das Anbringen von Zwischenleisten, Distanzbolzen oder ähnlichen 
Versteifungsmitteln zwischen den Platten nicht verbieten, doch ist auch in solchen 
Fällen damit zu rechnen, daß die genannten Vorsichtsmaßnahmen unterbleiben, weil die 
Kippgefahr unbekannt ist. 


) L. Prandtl, Dissertation München 1899; siehe auch: A. & L. Föppl, Drang und Zwang 
Rd. II, 8. 338. 
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In qualitativer Weise kann man sich rein aus Anschauung in folgender Weise 
Aufschluß über die Entstehung des Umkippens verschaffen. Die Einspannung der Platten- 
enden hat zur Folge, daß sich die Einspannungsquerschnitte nicht verwölben und daß 
mithin Torsionsspannungen in ihnen nicht auftreten können. Das äußere Torsionsmoment 
M, wird daher in der Nähe der Stabenden ausschließlich durch das Moment von Schub- 
kräften 7 übertragen (siehe Abb. 2), welche im Verein mit den Einspannbiegungsmomenten 
die Platten auf Biegung beanspruchen. Die hierdurch bedingten Durch- 
biegungen in Richtung der größeren Querschnittssteifigkeit, die mit 
bezeichnet werden mögen und die für beide Platten von entgegen- 
gesetztem Vorzeichen sind, können sich jedoch nur unter gleichzeitiger 
Verdrehung der beiden Stabenden gegeneinander ausbilden, da beide 
Platten durch die starren Zwischenstücke an ihren Enden fest mitein- 
ander verbunden sind. Diese Verdrehung ist mit dem Auftreten vcn 
Torsionsspannungen verbunden, die in der Stabmitte am größten sind 
und nach den Stabenden zu infolge der Einspannung bis auf Null ab- 
nehmen müssen. 

Betrachtet man nun das Gleichgewicht eines Plattenelements von 
der Länge dx und der Höhe ?h (siehe Abb. 5), dessen Endquerschnitte 
um das Winkeldifferential 7 9 gegeneinander verdreht sind, so erkennt 
man, daß auch Schubkräfte V in Riebtung der kleineren Biegungssteifig- 
LESE keit auftreten müssen, die in Stabmitte aus Symmetriegründen verschwin- 

Abb. 2. den und nach den Stabenden zu anwachsen. Die Platten erleiden dem- 

nach auch seitliche Durchbiegungen 7, die in der Stabmitte ein Maximum 

haben, an den Stabenden dagegen verschwinden, und die für beide Platten von gleicher 

Größe und en gegengesetztem Vorzeichen und so gerichtet sind, daß sie eine Verringe- 
rung des ursprünglichen Plattenabstandes 2p herbeiführen. 

Die Folge davon ist, daß mit wachsender Durchbiegung das Moment, welches aus 
den längs der Stabachse nur in ganz geringem Maße veränderlichen Schubkräften 7’ ge- 
bildet wird, abnimmt, und daß andererseits derjenige Teil des äußeren N\oments Mo, der 
von den Verdrehungsspannungen im Gleichgewicht gehalten wird, und damit auch der 
Torsionswinkel eine Zanahme erfährt. Hierdurch ist aber wiederum Anlaß zu einer Ver- 
größerung der seitlichen Sehubkräfte V und damit der Durchbiegungen 7 gegeben usf. 

Wenn also durch allmähliche Steigerung des äußeren Moments die kritische Grenze, 
bei der sich größere seitliche Ausbiegungen und Verdrehungen der Platten einstellen, 
erreicht bzw. überschritten wird, so tritt der von dem Moment der Schubkräfte 7’ ge- 
bildete Anteil des inneren Moments im mittleren Stabteil nach und nach zurück gegen- 
iiber dem anwachsenden Moment der Torsionsspannungen, und da ierner die sehr geringe 
Torsionssteifiekeit der beiden Platten dem kritischen äußeren Torsionsmoment nicht ge- 
wachsen ist, so ist das völlige Umkippen bzw. die Zerstörung des Stabes die unausbleib- 
liche Folge. 

Zu den am Anfang gemachten Voraussetzungen tritt nun noch eine weitere hinzu, 
die sich auf die Größe der dem Umkippen vorausgehenden seitlichen Durchbiegungen 
und Verdrehungen bezieht. Es ist von vornherein klar, daß bei sehr langen, schlanken 
Stäben die dem Umkippen vorausgehende Verformung der Platten wesentlich größer ist als 
bei kurzen, gedrungenen Stäben. Um nun die nachfolgende Rechnung nicht zu umständ- 
lich und überhaupt durchführbar zu machen, soll weiterhin nur der Fall betrachtet 
werden, bei dem das Kippen von der nahezu gestreckten Lage des Stabes aus erfolgt, 
d.h. bei dem nur kleine Durchbiegungen und Verdrehungen dem Umkippen vorausgehen, 
wie es bei verhältnismäßig gedrungenen Stäben, die allein praktische Bedeutung besitzen, 
mit guter Annäherung auch zutrifit. Man siebt auch leicht ein, und die Beobachtung 
bestätigt es, daß das Kippen um so plötzlicher einsetzt, je gedrungener der Stab ist, 
während bei einem langen, schlanken Stab die Kippung mehr allmählich bzw. stetig 
erfolgt. 

Schließlich ist als selbstverständliche Bedingung noch zu erwähnen, daß der Stab 
durch die kritische Laast kurz vor dem Umkippen an keiner Stelle über die Proportiona- 
litätsgrenze des Materials beansprucht wird. Die Bedingung, die zwischen den Platten- 
abmessungen und den Materialkonstanten bestehen muß, damit diese Voraussetzung er- 
füllt ist, wird am Schluß des dritten Teiles abgeleitet. 

Die vorliegende Arbeit behandelt zunächst, bevor in die mathematische Behand- 
lung der oben «jalitativ erklärten Kipperscheinung eingetreten wird, im Abschnitt 2 
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die Formänderung und die Beanspruchung eines gedrillten Stabes mit Rechteckquerschnitt 
von großem Seitenverhältnis unter der Voraussetzung, daß 1. beide Stabenden, 2. nur ein 
Stabende als fest eingespannt zu betrachten sind. Daran anschließend wird in Abschnitt 3 
die Torsion eines nach Abb. 1 zusammengesetzten Stabes behandelt, jedoch unter der Vor- 
aussetzung, daß sich bei der Verformung der Plattenabstand nicht ändert, was z.B. da 
durch erreicht werden kann, daß, ähnlich wie bei einem ]-Eisen zwischen die Platten 
ein dünner Steg von vernachlässigbar kleiner Torsionssteifigkeit eingesetzt wird, oder 
auch angenähert dadurch, daß mehrere Distanzbolzen symmetrisch zur Mittellinie des 
Stabes angeordnet werden. 

In Abschnitt 4 wird die Theorie der vorliegenden Kipperscheinung unter den 
oben genannten Voraussetzungen gegeben. Die Ergebnisse der Rechnung stimmen, wie 
hier vorweggenommen sei, gut mit denen von Versuchen überein, über die in Abschnitt$ — 7 
ausführlich berichtet wird. Außer zur Prüfung der Theorie dienten die Versuche auch 
zur Klärung der Frage nach der Größe der Abweichungen, die bei längeren und 
schlankeren Stäben zwischen der wirklich eintretenden und der unter den oben genannten 
Voraussetzungen rechnerisch ermittelten Kipplast zu erwarten sind. 


2. Der Einfluß einer Einspannung auf die Torsion eines Stabes mit Recht- 
eckquerschnitt von großem Seitenverhälfnis. a) Mit Einspannung beider 
Stabenden. Infolge der beiderseitigen Einspannung können sich die Endqaerschnitte 
des Stabes nicht verwölben, wodurch bekanntlich seitliche Verbiegungen des Stabes her- 
vorgerufen werden. 

Torsionsspannungen können wegen der Einspannung in den Endquerschnitten nicht 
auftreten, so daß das äußere Torsionsmoment M, in diesen Querschnitten durch ein 
Moment von Schubkräften übertragen wird, die aus der seitlichen Biegung resultieren. 

Den Ursprung des Koordinatensystems 
legen wir auf der mit der Drehachse zu- z e L 1z 
sammenfallenden Stabmitteilinie in der Mitte 
der Stablänge 21 fest. Als x-Achse wählen | 
wir die Stabmittellinie, die y-Achse gehe in +” r 
Richtung der kleineren Querschnittsabmessung | 
b, die z-Achse in Richtung der größeren 2h „ Pr 

| 
| 


- 


des unverformten Stabes (Abb. 3). Der Tor- 
sionswinkel 9 werde von dem @uerschnitt | 
x —(0 aus gerechnet. Wir denken uns nun 
den Stab durch Schnitte parallel zur @y-Ebene 
in unendlich viele Streifen von der Länge 2/1 | 
zerlegt. Der Querschnitt eines solchen Strei- 
fens besitzt daher in Richtung der y-Achse 
die Breite b und in Richtung der 2- Achse die Abh. 3, 
Höhe dz. Infolge der Einspannung erfahren 

diese Streifen bei der Verdrehung des Stabes Durchbiegungen v in der y-Richtung, die 
mit © und 2 veränderlich sind. Die Diiferentialgleichung der elastischen Linie eines 


solchen Streifens lautet: 


| 


2 
dx“ 
worin E@ die Biegungssteifigkeit des Streifenquerschnittes in der y-Richtung und M, 
das mit x und 2 veränderliche, auf die Längeneinheit in der 2-Richtung bezogene Bie- 
gungsmoment bedeutet. Für die in dem Streifenquerschnitt auftretende Schubkraft ydz 
erhält man dann bekanntlich: 
=) 3 2 d? 

dx 12 dx? 


wenn zuletzt der Wert von ) eingesetzt wird. 
Die Durchbiegung v ist abhängig von dem Verdrehungswinkel und dem Abstand > 


des Streifenquerschnittes von der Drehachse. Man kann genau genug setzen: 


') Siehe hierzu die Bemerkung in dem Aufsatz von L. Föppl: Beanspruchung eines U - Trägers 
auf Biegung und Verdrehen, Bauingenieur 1925, S. 456. 
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Damit wird Gl. (2): 


E:.b’az d’p 
iz = — 2a). 
Die zu den einzelnen Streifen«uerschnitten im Abstand x vom Ursprung gehörigen 
+/ 
Schubkraft-Differentiale gdz ergeben ein Moment z:gdz, dessen Größe sich mit 
Benutzung der Gl. (2a) ergibt zu: _; 
E:b’n? d’y 
18 dx? (4) 


Bezeichnet man mit M, das äußere Torsionsmoment und mit M, das Moment der im 
Stabquerschnitt mit der Abszisse x übertragenen Torsionsspannungen, so gilt die Be- 


M, ist mit dem Torsionswinkel 4 durch die Beziehung verbunden: 
dx 
worin € die Verdrehungssteifigkeit des Stabquerschnittes bedeutet. Mit Gl. (4) und (6) 
wird Gl. (5): ‚a3n3 23 
dx 18 dx? 
wofür man mit der Abkürzung: (8) 
auch schreiben kann: 


dx dx’ 

Von der Richtigkeit der Vorzeichen der Glieder auf der linken Seite der Gl. (9) 
überzeugt man sich leicht, indem man p und seine Difierentialquotienten als Funktionen 
von x in Form von Kuıven darstellt, über deren ungefähren Verlauf man sich nicht im 


von entgegen- 


Zweifel sein kann. Man findet, daß über die ganze Stablänge = und 


F 


gesetztem Vorzeichen sind, so daß also, da © ein positiver Wert ist, auch das zweite 


Glied auf der linken Seite der Gl. (9) stets positiv wird, wie es sein muß. 
Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung (9), die drei willkürliche Inte- 


grationskonstanten enthält, lautet: 


DM, 


Für die Ermittlung der drei Integrationskonstanten stehen die drei folgenden Greuz- 
bedingungen zur Verfügung: 
0 für =0 


ya wegen der Finspannung an den Stabenden. 
dx 
Damit findet man: 
Mm, 1 
A=—-A = a: 
200) 
a 
Die Verdrehung der beiden Endquerschnitte gegeneinander ergibt sich sodann zu: 
AT, 
a 


Bezeichnet man mit B, die kleineie Biegungssteifigkeit des Stabuerschnities, so kann 
man für a, das die Dimension einer Länge hat, auch setzen: 


Aus Gl. (11) folgt die bekannte Erscheinung, daß die Einspannung der Stabenden 
eine Verringerung des Torsionswinkels zur Folge hat, denn 9;,, ergibt sich im Falle freier 


/ 
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Stabenden zu Ja, = Der Einfluß der Einspannung auf die Größe des Torsions- 


winkels ist bei Blechen, wie sie in dieser Untersuchung vorausgesetzt wurden, sehr be- 
deutend. Zahlenmäßige Angaben werden im Versuchsbericht gegeben. 


b) Mit Einspannung eines Stabendes. Für den Fall, daß nur das eine 
Stabende eingespannt, das andere dagegen frei ist, Jäßt man zweckmäßigerweise den 
Koordinatenursprung mit dem Mittelpunkt des Einspannquerschnittes zusammenfallen. Mit 
den neuen Integrationskonstanten X), Kı, Ka schreibt sich die auch hier gültige Gl. (10): 


p= Ko +Kı + Kzert/i + (10a). 
Die Grenzbedinrgungen lauten jetzt: 
d’y 
1.9 =0, für =0; 3. == 0, für 3. „=U, für = 21. 
da? 


Die dritte Grenzbedingung sagt aus, daß an dem freien Stabende das Biegungsmoment 
verschwinden muß. 
Die Integrationskonstanten ergeben sich damit zu: 


260) > 
a a 
Der Verdrehungswinkel am freien Ende wird: 
M 21 
L 


Die Formeln (11) und (11a) wurden durch den Versuch geprüft und gut bestätigt ge- 
funden (siehe hierzu die diesbezüglichen Ausführangen in dem Versuchsbericht). 

Das größte auf die Läängeneinheit in der z-Richtung bezogene Biegungsmoment 
im Einspannguerschnitt © —= 0 folgt aus Gl. (1) unter Beachtung von Gl. (3) zu: 


E b? a? 
12 d max 
und damit die größte Biegungsspannung für den einseitig eingespannten Stab: 
E:b-h „21 
Omax —n . . . . . . lc 


während für den Fall der beiderseitigen Einspannung sich fast genau der gleiche Wert 
ergibt, nämlich: 


(I1d). 


E:b:h Mn 
2 


Die Faktoren gg’ bzw. Iq " können nachträglich gleich der Einheit gesetzt werden, 


da in den praktisch vorkommenden Fällen I stets ein Mehrfaches von a betragen wird. 
Setzt man für Rechteckquerschnitte mit großem Seitenverhältnis: 
so erhält man für mit d.h. mit m —=3: 
a= 0,472 
Nimmt man für m den unteren Grenzwert: m — 2 an, d.h. KG — 3, so wird: 
a= 0,50:h. 

Die mit Stahlblechen angestellten Versuche ergaben jedoch durchweg höhere Werte 
für a, und zwar um so größere, je größer das Seitenverhältnis 2Ah/b des Querschnittes 
war. So wurde z.B. für: 2h/b = ca. 70:a -- 0,56: h und für = ca. 100 :a 0,66 
gefunden. 

Diese Abweichungen von dem berechneten Werte scheinen darauf schließen zu 
lassen, daß die Formel: C—= '/;b’- 2h:@G für sehr schmale Rechteckquerschnitte die Tor- 
sionssteifigkeit zu hoch bemißt (siehe hierzu die Ausführungen in dem Versuchsbericht 
Abschnitt 6. 

Für die größte Biegungsspannung [Gl. (11c) und (11d)] erhält man mit a = 0,472 h, 


d.h. mit m =3: 


4,24 Mu 
= r 


| 
a). 
ı mit 
4). 
im 
Be- 
| (6) 
) 
(11a). 
| 
(9) 
nen | 
im | 
| 
eite 
zu: | 
+ 
| 
| 
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-- 


Vergleicht man hiermit die größte im Stabe auftretende Torsionsspannung, die sich nach 
der bekannten Näherungsformel') für schmale Rtechteck«uerschnitte berechnet zu: 


1,5 + Mo 


T max 


so ergibt sich das bemerkenswerte und für die Praxis wichtige Resultat, daß für die 
Anstrengung des Materials die Biegungsbeanspruchung maßgebend ist’) und nicht, wie 
man erwarten sollte, die größte Torsionsspannung '). 


3. Die Torsion des nach Abb, 1 aus zwei Platten zusammengesetzten 
Stabes mit Verhinderung einer Aenderung des Plattenabstandes (siehe hierzu 
die Bemerkungen im Abschnitt D). Das Koordinatensystem wird wieder in der gleichen 
Weise wie in 2a) festgelegt, wobei hier unter der als x-Achse benutzten Drehachse bzw. 
Stabmittellinie die in der Längsrichtunz gehende Symmetrieachse des Stabes zu verstehen 
ist. Der Ursprung fällt wieder mit dem Mittelpunkt der Drehachse zusammen und für 
die Abmessungen des Stabes zrelten die Bezeichnungen, die aus Abb. I ersichtlich sind. 


Das äußere Torsionsmoment NM, wird in einem (uerschnitt mit der Abszisse x im 
(Hleichgewicht gehalten durch das Moment der Schubkräfte 7, das mit M, bezeichnet 
werden möge, durch das zuvor abgeleitete Moment M, der Schubkräfte „9(dz |siehe 
Gl. (4)|, das hier doppelt zu nehmen ist, und schließlich durch die Momente der in den 
beiden Plattenquerschnitten übertragenen Torsionsspannungen NM... Die Torsionsgleichung 
erhält also hier die Form: 

M, = M. +? M,+-?M, 


Wird mit BR, die größere Biegungssteifigkeit des Plattenquerschnittes und mit x die in 
dieser Richtung gehende Durchbiezrung bezeichnet, so wird die Schubkraft: 


d? 


dx” 


Die Durchbiegung „ hängt mit dem Torsionswinkel y zusammen durch die Beziehung: 


so daß für Gl. (15) geschrieben werden kann: 
d’y 
und folglich für M.: 
E-b:h? 
3 da’ 
/ . . . 
Da M, nach Gl. (4) ebenfalls proportional mit A ist, kann man die ersten beiden 
a 
Glieder auf der rechten Seite von Gl. (12) zusammenfassen zu: 
3 | de 
Die Gl. (12) geht mit Gl. (17) und unter Beachtung, daß M,; = gr E ist, über in: 
dx 3/ da? 


', Vergel. Föppl, Bd III, 6. Aufl., Gl. 337. 

*;, Vergl. hierzu die Versuchsergehnisse von Bach mit Stäben aus Gußeisen. KHlastizität und 
Festigkeit 6. Aufl., 8. 322 ff. 

3), Nach Abschluß der vorliegenden Arbeit erhielt der Verfasser Kenntnis von einer Abhandlung 
von S. Timosehenko: >»On the Torsion of a V’rism, one of the Cross — seetions of which remains 
plate« (Proceedings of the London Mathematical Society Sec. 2, Vol. 20, Part. 5), in der die gleiche 
Aufgabe auf zwei verschiedene Methoden gelöst wird. Die eine Methode geht in enger Anlehnung an 
eine von A. Föpp!| gegebene Lösung für den elliptischen Querschnitt von geeigneten Ansätzen für die 
Spannungskomponenten aus, die andere von solchen für die Formänderungsgrößen. Beide Ansätze ent- 
halten Freiwerte, die mit Hilfe der Sätze über die Formiänderungsarbeit bestimmt werden. Nach der 
zweiten Methode erhält Timoscehenko für den Verdrehungswinkel eines einseitig eingespannten Stabes 


M, . 

mitt = — 0,488 hl. Genau den gleichen Wert findet man auf dem hier einge- 
(! 

schlagenen Wege, der im übrigen der näherliegende und einfachere zu sein scheint. 
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Da in den praktisch vorkommenden Fällen p als groß gegenüber b angesehen werden 
darf, kann man das Glied 5°/3, welches von dem Moment M, herrührt, gegenüber 4 p? 
vernachlässigen. 
Setzt man zur Abkürzung: 
3 
so ergibt sich die allgemeine Lösung der Diiierentialgleichung (18) ähnlich wie im vorigen 


Fall zu: 
UM 


y= Ds -+ Di: et + D, 4 (19). 
Die den Grenzbedingungen: (Y), 0 9; ( 0; ( ) — 0 angepaßte Lösung 
lautet: 
Die Verdrehung der beiden Endquerschnitte des Stabes gegeneinander folgt daraus zu: 
Mi 
| 4 (21) 


Iın Zusammenhang mit der im nächsten Abschnitt aufzustellenden Theorie der Kipp- 
erseheinung interessiert hauptsächlich hier die Größe der Abnahme von 7, bzw. von 
d’y dx’ vom Stabende bis zur Stabmitte. Aus Gl. (20) folgt dureh Differentiation: 


(22). 
da” 20.12 

An den Stabenden, d.h. also z. B. für © = +! wird 7 und damit d’p dx’ am größten: 
(2) 

In der Mitte für © —0 wird 7 und d’p/dx' zu einem Minimum: 
Wollk 


Für einen schon als lang und schlank anzusehenden Stab, der u. a. bei den Versuchen 
verwendet wurde, war: 

om, h=20 cm, 2p=6,3cm, b*0,3 cm, 
4 


ke/em?, 2,1:10" kg/em‘, 


2 
C\ersuch = 


so daß k=237em und 0,1645 wird. Mit diesen Werten wird: = ( 0,9865, 
\d da" 


d.h. die Schubkraft 7 ist hierbei in Stabmitte nur um ca. 1,35 vll geringer als an 
den Enden. 


Da nun zugleich mit 7’ auch d’y/dx’ über die ganze Stablänge praktisch so gut 
als unveränderlich angesehen werden darf, so würde dasselbe nach Gl. (4) auch von dem 
Moment M, gelten müssen, was aber unmöglich der Fall sein kann. Daraus folgt, daß 
man hier M, nachträglich gleich Null zu setzen und in dem Klammerausdruck der 
Gl. (15a) das Glied D°/3 zu streichen hat, dessen Einfluß nach Voraussetzung ohnehin 
verschwindend gering war. Man hat also für k’ zu setzen: 


Als ein geeignetes Maß für den Schlankheitsgrad s eines solchen Stabes kann der 
dimensionslose Verhältniswert 
k p 
angesehen werden. 


4. Die Torsion des nach Abb. 1 aus zwei Platten zusammengesetzten 
Stabes ohne Verhinderung einer Aehderung des Plattenabstandes. Das 
Kipp-Problem. Aufstellung der Differentialgleichung. Wie eingangs schon 
erwähnt, soll sich die folgende Untersuchung nur mit dem mathematisch am einfachsten 
zu behandelnden, für die praktischen Anwendungen aber gerade wichtigsten Fall des 


| 
| 
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verhältnismäßig kurzen und gedrungenen Stabes befassen, bei dem das Umkippen mehr 
»plötzlich« als »stetig« erfolgt. Es läßt sich nun zeigen, daß sich unter dieser Voraus- 
setzung und bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems das Problem mit Hilfe der von 
Prandtl gegebenen Theorie der Kipperscheinungen') lösen läßt. Da aber auf dem hier 
ursprünglich zur Lösung eingeschlagenen Weg eine größere Anschaulichkeit in bezug auf 
die Eigenart des vorliegenden Falles sowie infolge der hier gewählten Bezeichnungsweise 
eine leichtere Verständlichkeit erreicht wird, so soll die Aufgabe zunächst auf diesem 
Wege behandelt und daran anschließend die Lösung nach Prandtl gegeben werden. 
Wir verwenden das gleiche Koordinatensystem wie im vorhergehenden Abschnitt 
(siehe Abb. 1), lassen also den Ursprung mit dem Stabmittelpunkt zusammenfallen, von 
dem aus auch der Toorsionswinkel p gerechnet wird. Würde man statt dessen den Ur- 
sprung an das Stabende verlegen, so wäre damit zwar keine Erschwerung der Rechnung 
verbunden, aber die Lösung würde sich in Funktionen darstellen, für die berechnete 
Tafeln nicht bekannt sind. Denken wir uns nun die beiden Platten im Abstand x vom 
Ursprung senkrecht zu ihren verbogenen Mittellinien durchschnitten (siehe Abb. 4), so 
wird das äußere Torsionsmoment M, durch die Momente der folgenden inneren Kräfte im 
(tleichgewicht gehalten: 1. das Moment M, der in Richtung der größeren Biegungs- 
17 steifigkeit Bi gehenden Schub- 
u kräfte 7, die in beiden Platten- 
«querschnitten gleiche Größe, 
aber entgegengesetzte Richtung 
haben und deren Hebelarm 
gleich 2y ist, 2. das für beide 
Platten gleich große und gleich 
verichtete Moment M,, das aus 
den auf die yz Ebene projizier- 
’ ten, zu der Schubkraft 7’ ge- 
hörigen Biegungsspannungen ge- 
I bildet, bzw. durch die Projektion 
-+7 E p des Biegungsmomentenvektors ?) 
IT Nm Mg auf die © Achse dargestellt wird, 


3. das in beiden Plattenquer- 


| p schnitten gleich große und gleich 
Tal gerichtete Moment der Tor- 
sionsspannungen. Wie man sich 


Schnitt c=c leicht überzeugt, besitzen die 

Abb. 4. \lomente M,„ überall den ent- 

gegengesetzten Drehsinn wie die 

Momente M, und M.. Der Anteil, mit dem die seitlichen Schubkräfte V und die zu 

ihnen gehörigen Biegungsspannungen an der Uebertragung des äußeren Torsionsmomentes 

Mn, beteiligt sind, kommt nicht in Betracht, da er gegenüber den oben genannten \lo- 
menten verschwindend klein ist. Die Torsionsgleichung erhält damit die Form: 


M, — Mr 2 Mn + 2 Ve . . . . . . . . (26). 
Bezeichnen wir mit: 7=p— y die seitliche Durchbiegung, die für beide Platten 


von gleicher Größe und entgegengesetzter Richtung ist, und mit M,„ das in der Ebene 
der größeren Biegungssteifigkeit wirkende Biegungsmoment, so wird: 


ar 7 


4 


Schnit a-a 


dx dx 

Nun denken wir uns durch 2 benachbarte, um den kleinen Winkel dp gegeneinander 

verdrehte Qnuerschnitte ein Plattenelement, das in Abb. 4 im Aufriß und Grundriß durch 

Schraffur hervorgehoben ist, von der Länge dx und der Höhe 2A abgegrenzt, und lesen 

aus der Abb. 5, in welche die Kräfte und Momente‘) mit den Pfeilrichtungen, die ihnen 

in Wirklichkeit zukommen, eingetragen sind, die folgenden Gleichgewichtsbedingungen 


I) Siehe Anmerkung " auf S. 369. 
’), Der Momentenvektor ist auf den Beschauer zu gerichtet, wenn das Moment im Uhrzeigersinn dreht. 
?) Die Kraftvektoren sind durch eine, die Momentenvektoren durch zwei Pfeilspitzen gekennzeichnet. 
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unmittelbar ab, wobei unter M, das in der Ebene der kleineren Biegungssteifigkeit 
wirkende Biegungsmoment zu verstehen ist: 
daM.=T' de+M,:dy, . . (31). 
Die Gleichungen (30) gestatten nun 
zunächst, eine wichtige Aussage über 
die Veränderlichkeit der Schubkraft 7 
zu machen. Eliminiert man nämlich 
den Winkel dg und integriert die 
Eliminationsgleichung, so erhält man dx - 
mit Rücksicht darauf daß die seitliche | 
Schubkraft V im Anfangsquerschnitt | 


aus Symmetriegründen verschwinden 
muß, für den Unterschied zwischen 
der Größe der Schubkraft 7’ in der | 1 77d7 
Mitte und am Stabende: 

—Iı= (32). [RAa34 


Da aber V als klein gegenüber 7' an- Abb. 5. 


zusehen ist, so stellt die rechte Seite 

der Gl. (32) einen von der zweiten Ordnung kleinen Wert dar, der gleich Null gesetzt 
werden kann. Daraus folgt, daß wir die Schubkraft 7 über die ganze Stablänge als un- 
veränderlich ansehen können, eine Folgerung, die sich auch auf Grund der Ergebnisse 
des vorhergehenden Abschnittes erwarten ließ. 


Damit läßt sich die erste der Gl. (31), in der man M,'dy gegenüber 7- dx ver- 
nachlässigen Kann, integrieren und man erhält: 


wobei die Integrationskonstante, die eigentlich noch hinzuzufügen wäre, gleich Null zu 
setzen ist, da das Biegungsmoment M, in der Mitte der Plattenlänge verschwindet, wovon 
man sich leicht überzeugt. | 

Mit 17, — 0 ergibt eine Integration der zweiten der Gl. (30): 


und die zweite der Gl. (31) geht damit, sowie unter Berücksichtigung der Gl. (33), über in: 
dx dx 


Bezeichnen wir die kleinere Biegungssteiligkeit einer Platte mit B,, so können wir, da 
die Formänderunpgen klein sein sollen und 2, als groß gegenüber B, anzusehen ist, mit 
genügender Genauigkeit setzen: 


Das Minuszeichen auf der rechten Seite erklärt sich daraus, daß über die ganze Stab- 
länge - { und M, von entgegengesetztem Vorzeichen sind, wie man aus dem Verlauf der 
aus Abb. 4 zu ersehenden elastischen Liinie sofort erkennt. Da M, unbekannt ist, diife 
renzieren wir diese Gleichung und setzen für — den Wert aus Gl. (35) ein. Damit 
erhält die Biegungsgleichung die folgende Form: 


Die Torsionsgleichung, G]. (26), geht unter Beachtung der Gl. (27) bis (29) sowie der 
Gl. (33) über in: 


dx da 
Da nun an den Stabenden sowohl dy/dx als auch dp dx verschwinden, so wird: 
AM, == 3 Typ . (38), 
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und die Torsionsgleichung vereinfacht sich damit zu: 


Die Gleichungen (36a) und (37a) gestatten nun, eine der beiden Veränderlichen 
zu eliminieren : wir entscheiden uns hier für die Elimination von 9, weil sich damit die 
fernere Rechnung am einfachsten gestaltet. Zu diesem Zweck muß die Biegungsgleichung, 
Gl. (36a), zweimal differenziert und darin die aus der Torsionsgleichung folgenden Werte 
für d’g/dx’ und d’p. dx’ eingesetzt werden. Auf diese Weise entsteht die Differential- 


gleichung des Problems: ( 
— 


dx? dx” dx” 


(39). 


b) Integration der Differentialgleichung. Die Gl. (39) läßt sich sofort ein- 
mal integrieren, und man erhält: 
d’r 


d „9, 


Die Integrationskonstante wird: 
37° 
A -( . . . . . 41 . 
B, ( ) 
Der Index 0 bedeutet, daß der betreiiende Wert an der Stelle © = 0 zu nehmen ist. Nun 
wird aber nach Gl. (36a) und Gl. (37a): 


Diesen Wert in Gl. (41) eingesetzt, ergibt: 


Die Lösung der Diiierentialgleichung Gl. (40) setzen wir in Form einer Potenz- 
reihe, wie folgt, an: 
deren Koeffizienten sich aus der folgenden, sofort angebbaren Rekursionsformel berechnen: 


n 4) 
n(n— 1) (n >) 

.. . 7? r . .. 
wenn der kürzeren Schreibweise halber: m N gesetzt wird. Die allgemeine Lösung 

hat vier willkürliche Integrationskonstanten, von denen jedoch zwei wegen (; )= 0 und 
2/0 


| )=0 verschwinden. Mit den beiden übrigbleibenden Konstanten «=». und 


d x” /o 


| 
du .) lautet die Lösung: 
2 
3.7.5.4 12-119: 8:5-4 
d’r N N’.a° N? 
dx*’’o 2 6: 10:9:7:6.-3-2 32 
Mit Hilfe der einmal diiferenzierten Gl. (37a): Kommt man auch 
dx 


leicht auf den Wert für 9, worauf jedoch hier nicht weiter eingegangen werden soll, da 
p und seine Ableitungen zur Ermittlung des Kippmomentes nicht benötigt werden. Eine 
Diiierentiation der Gl. (44) liefert: 


| +...) (45). 
9.7.6.3.2 


Vergleicht man diese l.ösung mit der von Prandtl gegebenen [siehe Gl. (14) der 
mehrfach genannten Dissertation], so ergibt sich unter Berücksichtigung der hier und dort ver- 
sehiedenartig gewählten Veränderlichen volle Uebereinstimmung. Mit den Prandtlschen Be- 
zeichnungen für die verschiedenen unendlichen Reihen schreibt sich unsere Lösung wie folgt: 


In 


dx x dı“/o 


dn vo N?.29 N3.2'2 
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Am Stabende sind folgende Grenzbedingungen zu erfüllen: 


Die erste davon ist mit Rücksicht auf die zweite und dritte durch Gl. (37a) von selbst 
erfüllt und mit den beiden anderen sind die Gleichungen (46) verträglich, wenn die 
folgende Bedingung erfüllt ist: 


aus der das Kippmoment berechnet werden kann?). 
Als Argument für die Funktionen J, L, H, M hat Prandtl die dimensionslose 


Größe: &?-|N=u gewählt und Tafeln für diese Funktionen aufgestellt. Zur Ermittlung 
von u aus der Gl. (48) wurde der Wert der linken Seite für vier Werte von u gerechnet, 


und zwar ergaben sich für «= 9, 10, 11,12 der Reihe nach die Zahlen: — 0,566, 
— 0,137, + 0,286, + 0,632. Durch graphische Interpolation wurde daraus: 
— 10,33 (49) 
| Ba C 


gefunden. Hieraus folgt, da nach Gl. (38): 7-2p= My ist, das Kippmoment zu: 
10,332»: | 22 


M, 


(50). 
Diese Gleichung wurde durch den Versuch geprüft und für die hier vorausgesetzten, 
verhältnismäßig kurzen und gedrungenen Stäbe sehr gut bestätigt gefunden. Führt man 
statt der halben die ganze freie Stablänge Z — 2! in die Formel (50) ein, so schreibt 
sie sich: 


41,33 :2p 


== 
I,“ 


(50a). 
Im Anschluß hieran soll noch kurz die Lösung der Aufgabs ans den Prandtl- 
schen Gleichungen ?) abgeleitet werden. Wie bereits erwähnt, ist es hierzu notwendig, 
den Anfangsquerschnitt geeignet zu wählen, und zwar derart, daß in ihm das Biegungs- 
moment M, verschwindet, da die Prandtlschen Gleichungen diese Bedingung zur Vor- 
aussetzung haben. Das Koordinatensystem ist daher ähnlich, wie das zu unserer Ab- 
leitung verwendete festzulegen. An Stelle der hier als Veränderliche benutzten Platten- 
durehbiegung „ tritt bei Prandtl der mit y bezeichnete, in der @y-Ebene gemessene 
Abstand des Mittelpunktes des jeweiligen Plattenquerschnittes von dem Angrifispunkt der 


zur Stabachse senkrechten Kraft im Anfangsquerschnitt. Da in diesem (uerschnitt ein 
2 
von Null ver- 

schieden, %0o wird dagegen wegen Va —=0 zu Null. Während sich nun hier das Ver- 
schwinden der Durchbiegung 7 für & =! von selbst versteht, findet man dort die Grenz- 
bedingung für y am Stabende auf Grund der Ueberlegung, daß in den Einspann«uer- 
schnitten der Platten das Torsionsmoment verschwinden muß. Hieraus ergibt sich: 


y._,= 0, und die weitere Rechnung verläuft ebenso, wie oben näher ausgeführt. Der 


Nachweis, daß es zulässig ist, die Schubkraft 7' über die ganze Plattenlänge unveränder- 
lich zu setzen, muß, wenn man von den Prandtlschen Gleichungen ausgeht, noch ge 
sondert erbracht werden. 


Es sei noch darauf hingewiesen, daß sich die hier erörterte Kipperscheinung an 
einem sehr einfachen Modell demonstrieren läßt, welches man leicht aus zwei Preßspan- 
platten und zwei Vierkanthölzern nach Abb. 1 anfertigen kann. 


Von Bedeutung für die Anwendungen ist noch der Fall, daß an den Stabenden 
zugleich mit dem Torsionsmoment eine Einzelkraft angreift, die zu den unverformten 
Plattenebenen parallel ist, worauf aber hier nicht näher eingegangen werden kann. Auf 
eine Instabilität führt auch, wie man leicht einsieht, die Beanspruchung eines solchen 
Stabes auf Biegung in einer zu den Platten senkrechten Ebene. Dieser Fall soll in einem 
besonderen Aufsatz behandelt werden. 


Torsionsmoment und ein Biegungsmoment M, wirkt, so sind y. und ( 


I) Hrn. Prof. L. Föpp! bin ich für die Aufdeckung eines Fehlers In meiner ursprünglichen 
Rechnung zu Dank verpflichtet. 
*) Gleichungen (14) der genannten Dissertation, 


| 
| 
| 
| 


380 Sonntag, Durch Torsion hervorgerufene Kipperscheinung Bach, 


Die Beanspruchung des Stabes. Zum Schluß soll noch auf die Bean- 
spruchung des Stabes sowie auf die damit zusammenhängende Bedingung kurz ein- 
gegangen werden, die erfüllt sein muß, damit das plötzliche Umkippen von einem Span- 
nungszustand aus erfolgt, der überall unterhalb der Proportionalitätsgrenze co, des das 
Hookesche Gesetz befolgenden Materials liegt. 


Die Platten werden beansprucht 1. auf Biegung in der X&z- und x©y-Ebene, 2. auf 
Torsion, 3. auf Schub in Richtung der beiden @aerschnittshauptachsen. Die größte An- 
strengung bewirkt bei einem Stabe, der nahezu von seiner gestreckten Lage aus umkippt, 
die Biegung in der Plattenebene. Das größte Biegungsmoment tritt in den Einspannungs- 
uerschnitten auf, in denen es die Größe 7! erreicht. Das kritische äußere Torsions- 
moment war ermittelt worden zu: 

10,33 -2p © 

worin 7, den kritischen Wert der Schubkraft 7’ bezeichnet. Das maximale Biegungs- 
ınoment — folgt daher zu: 


10.33: C 
l 


(54). 
Damit die oben erwähnte Bedingung erfüllt ist, darf 7%! höchstens den Weıt 6,: W, er- 
reichen, wobei W, das größere Widerstandsmoment des Plattenquerschnittes bezeichnet. 
Setzt man 


b+2.n° 
3 
so erhält man die gesuchte Beziehung, die zwischen den Plattenabmessungen und den 
Materialkonstanten bestehen muß: 


Setzt man noch das Seitenverhältnis — n, so erhält diese Beziehung die Form; 
21-_20,66 VEG 


n® Op 


5. Versuche '). Die Durchführung von Versuchen ersehien geboten einerseits, um 
die abgeleitete Formel für das Kippmoment zu prüfen, andererseits, um gewisse Fragen 
zu klären, über welche die 'T'heorie infolge der gemachten Voraussetzungen keine Aus- 
kunft gibt, wie z.B. diejenige nach der Größe der Abweichung, die man bei verhältnis- 
mäßige schlanken Stäben zwischen der nach Gl. (50) berechneten und der wirklichen 
Höhe des Kippmoments zu erwarten hat. 


Bevor die Hauptversuche zur Prüfung der Gl. (50) ausgeführt wurden, mußten 
zunächst Vorversuche zur Ermittlung der Torsionssteifigkeit Ü und der kleineren Bie- 
eungssteifigkeit B, der Versuchsplatten angestellt werden. Von einer Anwendung der für 
diese Größen bekannten Formeln mußte deswegen abgesehen werden, weil die Hlastizi- 
tätskonstanten (# und @) des verwendeten Materials nicht genügend genau bekannt 
waren und weil angenommen werden mußte, daß durch das voraufgegangene Richten 
der Bleche mit dem Kisenhammer Veränderungen bzw. Beschädigungen des Materials 
eingetreten waren, eine Mutmaßung, die sich in viel stärkerem Maße, als erwartet 
worden war, bestätigte. Diese Vorversuche gaben gleichzeitig Gelegenheit, den durch 
die Formeln (11) und (lla) zum Ausdruck gebrachten Einfluß einer einseitigen oder 
doppelseitigen Einspannung bei der Torsion eines Bleches mit Rechteckquerschnitt von 
eroßem Seitenverhältnis experimentell festzustellen und somit auch die Rechnung in 
dieser Beziehung zn prüfen. 

Das Material der Versuchsstäbe war handelsübliches Stahlblech von 2 und 3 mm 
Stärke, dessen Festigkeitsziffern nieht näher bekannt waren. Die Versuche wurden mit 
vier verschiedenen Stäben durchgeführt, deren Abmessungen in der Zahlentafel 1 zusammen- 
gestellt sind: 


', Die Versuche wurden in der Maschinenfabrik des Verfassers durchgeführt. 
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Zahlentafel 1. 


Stab Blechstärke b Freie Stablänge 21 22h 2» } 
| Material 
Nr. cm cm em em 
l. 0,200 42 20 6,2 Stahlblech 
II. 0,200 34 14 6,2 » 
III. 0,200 42 14 6,2 » 
IV. 0,294 78 20 6,3 


6. Vorversuche. a) Experimentelle Bestimmung der Torsionssteifig- 
keit der Platten. Die Verdrehung der beiden Endquerschnitte der Platte gegenein- 
ander wurde an einer Skala abgelesen und zwar entsprach einem Ausschlag des Zeigers 
von 1 mm an der Skala ein Drehwinkel von '/sos Bogeneinheiten. Da unter Zuhilfenahme 
eines Nonius und einer Lupe der Zeigerausschlag bis auf 0,1 mm genau abgelesen werden 
konnte, war ein Drehwinkel von etwa 1 Winkelminute noch mit Sicherheit festzustellen. 
Um seitliche Ausbiegungen der Stabmittellinie auszuschließen, welche die Ablesung ge- 
fälscht hätten, wurde die Platte zwischen je zwei in größerem Abstand voneinander an- 
geordnete und genau in Höhe der Drehachse eingestellte gehärtete Stahlspitzen gefaßt. 


Zunächst wurde ein Verdrehungsversuch mit beiderseits fest eingespannten End- 
querschnitten vorgenommen. Mit dem dabei beobachteten Drehwinkel 9, folgt aus Gl. (11): 


29 .) 
— 


worin ı/B | 
a=h: (8a). 


Bei bekanntem B; lassen sich aus diesen beiden Gleichungen C und a bestimmen. 
Darauf wurde die Einspannung des vorderen Plattenendes beseitigt und der Ver 
drehungsversuch wiederholt. 
Mit dem hierbei gemessenen Drehwinkel 9, ergibt sich aus Gl. (11a). 


Mo 
C= 
aus der in Verbindung mit Gl. (8a) wieder C und a folgt. Bezeichnet man die Differenz 
a2 —9ı mit Jg, so findet man folgerichtig für den Fall, daß beide Enden sich frei ver- 
drehen können, den Drehwinkel = + J/p und damit 


.... 
y3 

Wenn also die Formeln (11), (11a) und (8a) die Verhältnisse richtig wiedergeben, so 
muß sich aus den drei Gleichungen (57), (57a) und (57b) stets derselbe Wert für €’ er- 
geben, was auch bei allen untersuchten Blechen mit genügender Genauigkeit der Fall 
war. Die Torsionssteifigkeit C nahm in allen Fällen bei steigender Belastung zu. Der 
Grund hierfür ist in dem Auftreten von Normalspannungen 0,.') zu suchen, die nicht von 
der Einspannung herrühren und die mit dem Quadrate von p wachsen und sich bei 
größerem Drehwinkel daher stärker bemerkbar machen. 

Zur Bestimmung von B, wurde das Blech an seinem einen Ende zwischen Backen 
mit geschlifienen Flächen fest eingespannt und an dem anderen Ende durch Gewichte 7’ 
belastet. Wird mit /f die gemessene Durchbiegung der Lastangrifisstelle bezeichnet, so 
berechnet sich B, aus der bekannten Formel: 

P-(2D° 

Zahlenrechnung. Die zuvor beschriebene Methode zur Bestimmung der Tor 
sionssteifigkeit Ü einer Platte soll als Beispiel zahlenmäßig für den Stab Nr. III (siehe 
Zahlentafel 1) durchgeführt werden. 


I; siehe C. Weber: Die Lehre von der PDrehungsfestigkeit. Forschungsarbeiten Heft 249, 
S, 61 fl. Val-Verlae. 
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Zu diesem Zwecke werden die Formeln (11) und (lla) herangezogen, die dabei 
gleichzeitig geprüft werden können. Der Faktor Tg bzw. Tg ?! kann in fast allen 
a a 


praktisch vorkommenden Fällen und auch bei sämtlichen hier untersuchten Stäben ohne 
weiteres gleich der Einheit gesetzt werden, da / stets ein Vielfaches von a beträgt, wie 
sich herausstellen wird. Die Biegungssteifigkeit B, einer Platte wurde durch Versuch 
ermittelt zu: 


= 1,65 10? kgem‘, 


Scheidet man bei dem Verdrehungsversuch die ersten Ablesungen aus, so beträgt 


bei beiderseitiger Einspannung innerhalb des Intervalles 4 bis 16 cmkg der Drehwinkel 
pro 2 emkg laut Zahlentafel 2: g, = 1,50 Skalaeinheiten oder 2 (Bogenmaß), bei einsei- 
J 


1,80, 


905 


C= 


tiger Einspannung: 9 = für den ersteren Fall erhält man mit 2 = 17 cm aus Gl. (11): 


2.2.(17—a) 505 


1340 17 — 
1,50 a) 


Zahlentafel 2. 


Verdrehungsversuch mit einer Platte des Stabes Il 


a) mit Einspannung beider Stabenden b) mit Einspannung eines Stabendes 
Drehmoment Drehwinkel Differenz Drehmoment Drehwinkel EN 
cMakg p+505 em kg | 

0 0 1,55 0 0 1,85 
2 | 1,55 1,55 2 1,85 1,85 
4 3,10 1,50 4 3,70 1,85 
6 4,65 1,50 6 5,55 1,80 
8 6,10 1,50 8 71,35 1,30 
10 7,60 1,50 10 9,15 1,80 
12 9,10 1,50 12 10,95 1,80 
14 | 10,60 1,50 14 12,75 1,75 
16 | 12,10 1,45 16 | 14,50 1,75 
18 | 13,55 1,40 18 | 16,25 1,70 
20 | 14,95 1,40 2U 17,95 1,70 
22 16,35 1,40 22 19,65 1,65 
24 17,35 1,35 24 21,30 1,65 
26 19,10 1,35 26 | 22,95 1,65 
28 20,45 1,30 28 24,60 1,60 
30 21,75 1,30 30 | 26,20 1,60 
32 23,05 1,30 32 | 27,80 1,55 
34 24,35 34 | 29,35 

0 0 0 0 


Setzt man diesen Wert für C und den oben ermittelten für B, in Gl. (8a) ein, so findet 
man a aus der kubischen Gleichung: 


17a? — a? — 2010 


zu: cm. Damit wird: 1340 13,09 = 1,755 10!kgem®. Für den Fall der 


= und unter Beachtung, daß 
J 


hierbei das Drehungsmoment am freien Ende in einer Entfernung von 35 cm von der 
Einspannstelle angriff, 


einseitigen Einspannung folgt aus Gl. (1la) mit m —= 


_.2-(35- a)- 505 
1,80 


— 561:(35 — au). 

In analoger Weise ergibt sich hier a aus der Gleichung: 
35a’ — a’—= 480 

zu: 3,93 em und damit 561 31,07 = 1,744  10* kgem’, 


det 
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Die Abweichungen dieser 7 
Wertevon den zuvor gefundenen sind (her hgem | 
nur sehr gering und liegen innerhalb (My - 3050 kgcm | | 
der Versuchsgenauigkeitsgrenzen. 9 | 


Würde man einen Ver- 
drehungsversuch mit beiderseitig 
freien Plattenenden anstellen — 7 
wozu aber keine Notwendigkeit 


6 
mehr vorlag und was deshalb auch S 
nicht geschah —, so müßte sich für ._? 
eine Laststufe von 2 cmkg ein Dreh- . 
2,10 
stellen, aus dem, wenn jetzt folge- 2 


richtig != 18 cm gesetzt wird: ih 


2)» 
1,73 kgem? 
1 0 7000 7500 200 2500 300 3500 
gefunden wird, ein Wert, der eben- nen is M kgem 
falls gut mit den beiden vorigen Abb. 6. 


übereinstimmt. 

Im Anschluß hieran soll noch derjenige Wert für Ü bestimmt werden, der sich 
rechnerisch aus der bekannten Formel für Rechteckquerschnitte mit großen Seitenverhält- 
nissen ergibt. Mit den hier gebrauchten Bezeichnungen lautet diese Formel: 


wo @G den Schubmodul bedeutet. Setzt man für die Blechstärke b, die an zahlreichen 
Stellen gemessen worden war, im Durchschnitt 0,2cm, 2A=1l4cm und nimmt 
G=7,9-10° kg/em? an, so folgt aus Gl. (59): © = 2,95 - 10* kgem?. 
Der aus den Versuchen gewonnene Wert für Ü beträgt demnach nur ca 60 vH 
des nach Formel (59) berechneten und ähnlich große Unterschiede wurden auch bei allen 
2h 


anderen untersuchten Platten festgestellt, so z.B. 45 vH bei einem Seitenverhältnis — —= 100. 
Für B, ergibt sich aus der Formel: 6 
(60) 


mit K=2,1:10° kg/em?: Ba = 1,96:10*kgem*, während der Versuchswert nur 10*kgem?, 
d.i. 84 vH des vorigen, beträgt. 

Nimmt man nun an, 3 | ER 
daß infolge von Beschädi- (My)her 

ungen der Walzhaut durch | | BEN | | 

der Bleche | 3350 Agem —T 
die fürdie Kraftübertragung | | 11 
in Betracht kommende | | | | | 
Blechstärke 5 auf 1,9 mm | 
vermindert wurde, sostimmt 
der gerechnete Wert von 
mit dem Versuchswertt 27 
überein, während der Ver- : | 
suchswert von CE nur ca. | | | | 


70 vH des nach Formel (59) 5 
berechneten Wertes beträgt. 
Diesen erheblichen 
Unterschied allein auf Be- 3 
2 
7 


schädigungen des Bleches 
zurückzuführen, erscheint 
hiernach kaum mehr an- | 
gängig, vielmehr ist Grund | | | 
zu der Vermutung gegeben, Oasza nm 500 7000 7500 2000 2500 3000 3500 4000 
daß der Drillungswider- M hgcm 

stand eines sehr schmalen Abb. 7. 


23* 


"Mech. 
labei | 
ohne 
11): | _ | | | | 
1 
| 
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Zahlentafel 3. 
. Beobachtet Berechnet mit Gl. (59) und (60) 
Stal) B 
gem kgcm em kg cm kg cm 
Nr. 10% 10° h 
| 3 m= 
I 100 2,5 | 1,87 0,66 2,8 420 | 08 0,47 
Mi 70 1,65 | 1,74 0,56 1,96 2,95 | » » 
70 1.50 .1,70 0,548 1,96 2,95 » » 
IV 68 7,414 | 7.4U 0,577 9,46 13,35 | » » 
| | 


Rechteckquerschnittes kleiner ist als ihn die aus der de St. Venantschen Theorie fol- 
gende Formel (59) angibt. Zu dieser Annahme führt auch die Betrachtung des durch 
die Versuche gut bestätigten dimensionslosen Ausdruckes für den Verhältniswert a/k, der 
offenbar um so genauer zutrefien wird, je größer das Seitenverhältnis des Rechteckes ist. 
Mit Benutzung der Gl. (59) erhält man dafür: 

(m +1) 

2m 


V E_ 1 
23 
eine konstante Größe, die sich mit: 2,1: 10° kg/em?, G@ = 7,9 : 10° kg/em?, d. b. 
mit m — 3 berechnet zu: 
a/h = 0,472, 

während die Versuche durchweg höhere Werte für dieses Verhältnis ergaben, und zwar 
um so höhere, je größer das Seitenverhältnis des Querschnittes war. In Zahlentafel 3 
sind die Versuchswerte und die mit Gl. (59) und (60) berechneten Werte von Bas, ©, a/h 
zusammengestellt. 


Um ein abschließendes Urteil über die Gültigkeit der Gl. (59) für sehr schmale 


Rechteck(uerschnitte zu fällen, müßten weitere Versuche mit unbeschädigten Blechen an- 
gestellt werden. 


7. Haupiversuche. Die Versuchsanordnung war im wesentlichen die gleiche wie 
in 6, nur wurde hier die Drehachse durch eine gehärtete Stahlschneide fixiert, die 
am vorderen Zwischenstück befestigt war und die durch die an dem Lasthebelarm ein- 


Zahlentafel 4. 


Kipp- Versuch, Stab Nr. I. M'. (Rechnung) = 3090 em kg 


Last P kg lichte Weite zwischen 
am PEmES® ment| nrehwinkel den Platten n oben n unten Be- 
Hebelarım Mitte oben Mitte unten merkungen 
50 em kg cm Y+505 mm mm mm mm 
0 0 0 60 60 0 0 
13,5 675 1,0 _ 
23,5 1175 1,8 59 IR 0,5 1,0 
33,5 1675 2,85 58 57 1,0 1,5 
38,5 1925 3,40 57 56 1,5 2,0 
45,5 2275 4,35 _ _ _ _ 
48,5 2125 475 56 4 2.0 3,0 
55,8 2790 5,80 — 
56,8 2840 6,05 -- 
97,3 2870 6,20 — 
50 3000 7,30 
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Kipp -Versuch Stab Nr. II. 


Mx (Rechnung) = 3750 em kg 


Last P kg lichte Weite zwischen 
den Platten 
am mM Drehwinkel nm oben |7. unten Bemerkungen 
Hebelarm Mitte oben | Mitte unten 
50 cm kg cm $.+505 mm mm mm mm 
0 0 0 60 60 0 0 
13,5 675 1,15 60 60 0 0 
26 1300 2,30 
38,5 1925 4,05 59,4 59.4 0,3 0,3 
51 2550 7,10 58,4 58,2 0,8 0,9 
61 3050 11,5 56,0 56,0 2,0 2,0 bei Entlastung auf 
Sikg:9-505=8,0. 
67 3350 _ = _ — _ Kipplast. 
Zahlentafel &. 
Kipp-Versuch Stab Nr. III. M« (Rechnung) = 2340 emkg 
Last P kg aa lichte Weite zwischen 
rehmoment den Platten 
am M Drehwinkel nm oben | 7m unten Bemerkungen 
Hebelarm Mitte oben Mitte unten 
50 em kg cm mm mm mm mm 
0 0 0 60 60 0 0 
28,5 1175 3,6 = 
28,5 1425 4,45 58 57 2 3 
33,5 1675 5,70 57,5 56 1,25 2 
35,5 1775 6,30 57,0 55 1,5 25 
38,5 1925 7,4 56,0 54 2 3 
39,0 1950 7.75 _ = — 
39,5 1975 _ _ 
40 2000 _ Kipplast 40,5 kg. 
Zahlentafel 7. 
Kipp-Versuch Stab Nr. IV, Mx (Rechnung) = 3200 em kg 
Last P ke lichte Weite zwischen 
am Drehwinkel den Platten "m oben |7m unten 
Bemerkungen 
Hebelarm Mitte oben | Mitte unten 
50 em kg em p.+505 mm mm mm mm 
0 0 0 60 60 0 0 
13,5 675 2,9 - = _ = 
23,5 1175 4,9 59,8 59.8 0,1 0.1 
33,5 1675 7,1 _ —_ 
38,5 1925 8,5 59,5 59,5 0,25 0,25 
43,5 2175 10,0 59 59 0,5 0,5 
46,0 2300 10,6 58,5 58,5 0,75 0,75 
51,0 2550 12,5 57 56 1.5 2 
53,0 2650 14,0 56,5 55 1,75 „> 
55,0 2750 16,0 56 52,5 2,0 3,75 Kipplast 55,5 kg. 


seitig hängende Gewichtsbelastuug gegen eine mit einem feinen Riß versehene glasharte 
ebene Stahlplatte gedrückt wurde. Durch diese Auflagerung wurde das vordere Stabende 
an seitlichen Ausbiegungen gehindert und außerdem wurde damit erreicht, daß trotz der 
einseitigen Belastung ein reines Drehmoment in den Stab eingeleitet wurde, wie es in der 
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Rechnung vorausgesetzt war. Die 7 Ä 
Platten waren an den Endzwischen- 3200 kgem 
stücken durch zwei Reihen Schrauben (Malen 277shgem | 
festgespannt (Abb. 1). Die seitlichen % —_— | 
Plattenausbiegungen 7 wurden’mit der. ö 
Schublehre in Stabmitte gemessen. Als 
freie Stablänge 2 / ist die lichte Weite | | 
zwischen den beiden Zwischenstücken _, | | | | '/I.| 
an den Plattenenden anzusehen. Be- 27T 
72 
| | 
T | | | 
| | | “ | 
6 | 
+ 4 
| — 3 
| | 
7 T Ä 7 
900 7500 2000 2500 500 7000 2000 2500 3000 3500 
M kgcm 19) M kgcm 
Abb. 8. Abb. 9. 


nutzt man auch hier als Maß für den Schlankheitsgrad s eines Stabes den am Schluß 
des Abschnittes 3 angegebenen Zahlenwert //k, der mit Gl. (59) und unter Weglassung 


von Zahlenfaktoren übergeht in P PIE b.. ‚ so berechnet sich dieser für die untersuchten 
Stäbe I—-IV wie folgt: 

Stab Nr. I II III IV 

8 0,135 0,157 0,194 0,37 

Die Kippversuche werden durch die Zahlentafeln 4 bis 7 und die Abb. 6 bis 9 wieder 
gegeben, in denen p als Funktion von M in Kurvenform dargestellt ist. Bei dem Stab 
Nr. I, der verhältnismäßig kurz und gedrungen ist und daher die der Rechnung zugrunde 
gelegte Voraussetzung nahezu erfüllt, ist die Uebereinstimmung zwischen der berechneten 
und der beobachteten Kipplast eine sehr gute. Bei den wesentlich schlankeren Stäben 
II—IV betragen die Abweichungen bis zu 13 vH des berechneten Wertes. Die Theorie 
dieser Kipperscheinung steht daher für nicht zu schlanke Stäbe in einer für praktische 
Verhältnisse genügend befriedigenden Uebereinstimmung mit der Erfahrung. 834 


Experimentelle und theoretische Untersuchungen 
zur Drehfestigkeit der Stäbe.) 


Von H. ENGELMANN in Augsburg. 


inleitung: Die Arbeit zerfällt in 2 mehr oder weniger selbständige Teile. Im 1. Teil 
wird die Torsion von Stäben mit aus Rechtecken zusammengesetzten Querschnitten 
behandelt. Es soll vor allem die Lage und Größe der größten Schubbeanspruchung 
bestimmt werden. Nach der Theorie von A. Föpp]l ergibt sich dafür eine Spannung 


') Dissertation der Technischen Hochschule München. Referenten: Prof. Dr. L. Föppl und 
Prof. Dr.-Ing. D. Thoma. 
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Tmaz = 5 das ') in der Mitte der Längsseite des breitesten Teilrechtes. Die Lösung der 


Aufgabe ist eine rein experimentelle. An zwei verschiedenen Querschnitten werden die 
Schubspannungen an mehreren Punkten längs des Umfanges mit Hilfe eines Feinmeß- 
gerätes gemessen. Die Versuchsergebnisse erweisen die Brauchbarkeit des Föpplschen 
Ansatzes. Die geringen Abweichungen werden diskutiert. Dabei ergeben sich einige 
Bemerkungen über die Bestimmung des Drillungswiderstandes solcher Querschnittsformen. 
Anschließend wird das Auftreten von Längsspannungen bei der Torsion experimentell 
nachgewiesen. 

Der 2. Teil ist mehr rechnerischer Natur. In ihm wird die Torsion von Hohl- 
«uerschnitten behandelt. Die Methoden von R. Bredt für dünnwandige Hohlquerschnitte 
werden für dickwandige, für dünnwandige mit Zwischenstegen und dann sogar für Voll- 
querschnitte erweitert. Das Ziel der Berechnungen ist die Bestimmung der Schub- 
spannungen und des Drillungswiderstandes. Verschiedene Rechenbeispiele erläutern die 
allgemeinen Ansätze. An einer Flugzeugstrebe mit ovalem Hohlquerschnitt wird die 
Rechnung experimentell nachgeprüft, wobei befriedigende Ergebnisse erzielt werden. 


I. Teil. Stäbe mit aus Rechtecken zusammengesetzten Querschnitten. 


1. Gang und Ergebnisse der Versuche. Es werden Walzeisenträger mit Quer- 
schnitten von der Form, wie sie Abb. 1 und 2 zeigen, auf Torsion beansprucht und dabei 
die Schubspannungen an mehreren Stellen des Umfanges gemessen, da Lage und Größe 
der größten Schubbeanspruchung bestimmt werden soll. Nach A. Föpp] ergibt sich ein 


Tu max in der Mitte der Längsseite des breitesten Teilrechteckes. Die Gültigkeit 


dieser Formel soll nachgeprüft werden. 


I 
“ 
Abb. 1. Abb. 2°). 


Eine zweite Aufgabe liegt nun in der genauen Bestimmung des Drillungswider- 
standes, da ja diese Größe zur Berechnung von Zmax benötigt wird. Den Drillungswiderstand 
erhält man aus einer Messung des bezogenen Verdrehungswinkels ® durch die Beziehung 


M 
Hierin ist aber @ (Schubmodul) noch eine Unbekannte. Diese bestimmt man folgender- 
maßen: 

Dem Träger wird ein Stab mit einfachem rechteckigem Querschnitt entnommen, 
für den J berechnet werden kann. Ein Verdrehungsversuch liefert Werte für 9. Also 
läßt sich aus obiger Beziehung G@ bestimmen. Damit ergeben sich für die Versuche 
2 Meßreihen: 


1. Bestimmung von Verdrehungswinkeln. 
2. Messung von Schubspannungen, oder genauer: Messung der durch die Schub- 
spannungen hervorgerufenen Winkeländerungen. 


Zu 2. wurde der von Dr. Karl Huber und Herrn Werkmeister Mertel ausgearbeitete 
Schubmesser verwandt’). 


ı) M = Torsionsmoment, J= Drillungswiderstand, dmax die Breite des breitesten Teilrechteckes. 

») Daß wir gerade diese Querschnitte wählten, hat seinen Grund darin, daß H. Lorenz bei Ver- 
suchen an Stäben aus Holz und Gußeisen mit dem Querschnitt der Fig. 2 zu anderen Ergebnissen kam. 
Er beanspruchte die Stäbe bis zum Bruch, der am Steg eintrat, doch läßt sich dagegen einwenden, daß 
infolge der Inhomogenität des Materials und Ueberschreitung der Klastizitätsgrenze so undefinierte Ver- 
hältnisse vorliegen, daß die Ergebnisse noch nichts beweisen. — Dagegen hatte Dr. K. Huber, München 
Versuche am parallelflanschigen I-Träger angestellt, die die Theorie A. Föppis glänzend bestätigten. 
Auf diese Versuchsergebnisse wird später noch einmal eingegangen. 

3) A. Föppl: Der Schubmesser, ein neues Feinineßgerät für Festigkeitsversuche (Sitzungsberichte 
d. Bayer. Akad. d. Wissenschaft 1923). 

Karl Huber: D. Ermittlung d. Schubspannungen u. d. Schubelastizitätsmoduls mit Hilfe eines 
neuen Feinmeßgerätes (VDI-Zeitschrift Bd. 67, 1923). 


_ 
| 
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Dieser Schubmesser wurde vor und nach den Versuchen einer genauen Prüfung 
seiner Brauchbarkeit unterzogen. Die Kontrollversuche führte ich an Stäben mit recht- 
eckigem (Querschnitt durch und sie ergaben nur eine Abweichung von rund + 1,5 vH. 


Es folgt nun eine Zusammenstellung der Versuchsergebnisse: 


I. Der zuersf untersuchte Versuchskörper hatte einen Querschnitt, wie ihn Abb. 3 
in halber Größe zeigt. 


lv 
[RA 94373] 
Abb. 3 


Die Maße betragen im Mittel: 
dı = da = 1,47 cm, = 0,44 em, ı = 5,98 cm, I; = 5,98 cm. 

Die Länge des Trägers war 2 m, wovon ein Ende von 1,30 m eingespannt war. Die 
Messungen wurden im mittleren Teil dieser eingespannten Länge ausgeführt. Durch 
Bestimmung der Verdrehungswinkel für Einzelmeßstrecken von 20 cm, die über die ganze 
Länge des eingespannten Teiles des Trägers verteilt waren, konnte nachgewiesen werden, 
daß in der in der Mitte befindlichen Versuchsstrecke (von 50 cm) keine Störungen durch 
Einspannung vorlagen. 

Das Material des Trägers war Walzeisen. Der Schubmodul wurde an einem ihm 
entnommenen rechteckigen Stab') bestimmt und dabei zu G@ = 825000 at gefunden. 

Die Schubspannungen wurden in drei Laststufen (2200, 4400, 6600 cmkg) an den 
Stellen I bis IV und V, VI (den Mitten der Teilrechtecklängsseiten) gemessen, dann noch 
der Verlauf über die Strecken a—b und b—.c (s. Abb. 3). 


a) Verlauf der Schubspannungen längs der Strecke a—b (Bezeichnung und Lage 
der Meßpunkte ergibt sich aus der graphischen Darstellung Abb. 4): 


Zahlentafel 1a. 


Scehubspannung r (at) für die Meßpunkte 

| 1?) 
(emkg) | 2 3 4 5 6 I 

| berechnet 

2200 214 284 287 253 238 224 291 279 
4400 432 583 592 530 500 458 596 557 
6600 652 875 908 695 | 905 836 


b) Verlauf der Schubspannungen über die Strecke b—c (Bezeichnung und Lage 
der Meßpunkte s. Abb. 5): 


Zahlentaiel 1b. 


Schubspannung 7 (at) für die Meßpunkte 
) 2 3 (V) | 4 3 (V) berechnet ® 
2200 83 79 95 80 83 
4400 177 167 187 165 167 
6600 274 260 2:0 258 250 


Die folgenden Tabellen zeigen die Zusammenstellungen der Schubspannungen 7 
'at| für entsprechende Punkte (s. Abb. 5). 


') Querschnitt 5,96 x 1,48 em? und J= 5,43 em*, Länge 85 em. 


M 
?) Der berechnete Wert flir I bzw. V ergab sich aus der von A. Föpp| angegebenen Formel: 7 = 7 d. 
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Zahlentafel 2a. 
Moment (emkg) I | m | w Mittel | Berechnet Abweichung) 
| | | | 
2200 291 295 | 293 287 292 279 | +4,7vH 
4400 596 | 601 | 598 592 597 557 +78 » 
6600 905 900 895 890 898 836 +74» 
Zahlentafel 2b. 
Moment (emkg) v | vi Mittel | Berechnet Abweichung!) 
2200 95 | 85 90 | 83 + 8,4 vH 
4400 187 | 183 185 | 167 +10,8 » 
6500 270 269 270 | 250 + 8,0 » 
II. Als zweiter Versuchskörper 
R m] wurde einer mit dem Querschnitt 
1000- der Abb. 6 untersucht. 
Die Maße betrugen im Mittel: 
00 d, = dy 2,07 em, d3 — 1,07 cm, 
1 = 4,99 cm, la = 5,00 em, 
I; 4,99 cm. 
600 - 
400 7 /atm] 
300 - 
200 7 200- 
700 7 
[08 
b 7,2 4 
Abb. 5°) 
i b 1b 3 da 2 
3 2 Ma 3’ d mb 
RA 34377] 
Abb. 6. Abb. 7. 


Die Länge des Trägers betrug 1,20 m, wovon durch die Einspannung ungefähr 20 cm 
abgingen. Das Material war wieder Walzeisen, diesmal mit einem Schubmodul G@ — 
846000 (at). Dieser wurde ebenfalls an einem dem Träger entnommenen Stab mit recht- 
eckigem Querschnitt *) bestimmt. Das ergab dann für den Querschnitt, Abb. 6, einen 
Drillungswiderstand 

J= 25,3 om, 


7 beobachtet — Tr berechnet 


!) Die prozentualen Abweichungen sind berechnet aus der Beziehung: 
T berechnet 


?) Es scheint mir, daß die Spannung im Punkte 4 etwas zu klein gemessen wurde und es dürfte 
daher die gestrichelte Linie die wahrscheinlichere sein. 

3) Das Ansteigen der Schubspannungen im Punkte 1 rührt von der einspringenden Ecke her. Bei 
der Messung dieses Wertes befand sich eine Aufsetzspitze des Schubmessers schon im Ausrundungsgebiet 
dieser Ecke. 

4) Querschnitt 1,076 x 4,60 (em?), d.h. J= 1,63 (em) und Länge 1,20 ın. 
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Die Schubspannungen wurden in 4 Laststufen (2200, 4400, 6600, 8800 cmkg) an den 


aus Abb. 7 ersichtlichen Meßpunkten bestimmt. 
In den folgenden Zahlentafeln sind die Resultate zusammengestellt, wobei gleich 
für Symmetriepunkte (Ia, Ib usw.) die Mittelwerte genommen sind. 
Zahlentafel 3a. 
Mesasnt Schubspannung 7 für die Meßpunkte Berechnete Werte 7 für die Meßpunkte 
emkg) | Iv v v IT und IV 
| | | 
2200 „io2 | 107 | 140 180 133 93 
4400 371 | 378 200 | 210 | 272 360 266 186 
6600 | | 312 | 408 540 400 279 
741 | 758 395 41 538 720 533 | 372 
Zahlentafel 3b. 
Moment Schubspannung 7 at für die Meßpunkte 
(enkg) 1 | | a" 4 
| | | 
2200 126 156 150 170 | 156 96 101 
4400 249 306 297 338 314 192 200 
6600 375 461 447 498 474 293 | 302 
8800 496 612 592 666 632 392 | 403 
Zahlentafel 3e. 
Abweichungen der gemessenen Spannungen in bezug auf die berechneten 
Moment Meßpunkte 
(emkg) 
I 111 | v II | IV 
| | 
2200 + 3,3 vH + 6,1vH + 5,2 vH + 9,7 vH | + 15,1 vH 
4400 +83,1 » +5,0 » +2,3 >» | + 7,5 > + 12,9 » 
6600 + 3,5 > +5,99 >» + 0,8 » + 7,2 » + 11,5 >» 
8800 + 2,9 >» +5,83 >» + 0,9 >» | +6,2 » | +105 >» 
Mittel . . . + 3,2 vH + 5,6 vH + 2,3 vH +7,7vH | +12,6vH 
Jam] | In der nebenstehenden Abb. 8 ist 
eine graphische Darstellung der Werte 
| gegeben, verbunden mit einem Vergleich 


der beiden Seiten (a—b und c—h) (siehe 
Abb. 7). 


III. Hier möchte ich der Vollständig- 
keit halber die Ergebnisse von Dr. Karl 
Huber am parallelflanschigen I-Träger ') 
einreihen, da ich sie in der Diskussion 
verwenden werde. 


Die Querschnittsabmessungen betra- 
gen im Mittel: 


600 


300 


I) Dr. Huber: Die Ermittlung der Schub- 
spannunzen und des Schubelastizitätsmoduls 
mit Hilfe eines neuen Feinmeßgerätes. VDI- 
Zeitschrift Bd. 67 (1923). 


#) In der scharfen einspringenden Ecke f 
ist die Schubspannung theoretisch ©, prak- 
tisch immerhin sehr groß (es tritt die Fließ- 
spannung ein‘ doch ist der Bereich dieser 
Abb. 82). großen Schubspannung sehr klein. 


/ | 
| 
700 | I\ 
| | | 
| | \ 
| | 
I | | | | | 
| | | | | 
| | | | | | 
| | 
4 1 
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Stegdicke 0,79 cm, Steghöhe 13,36 cm, Flanschdicke 1,41 cm, Flanschlänge 15,5 cm. 


Experimentell wurde ein Drillungswiderstand J — 40,2 (em*) bestimmt. 
Material: Walzeisen mit einem Schubmodul ( — 835 000 (at). 


Zahlentaiel 4. 
Zahlentafel für die auftretenden Schubspannungen. 


Flanschmitte Stegmitte 
(emkg) be- | be- Ab- nach | Ab- be- be- Ab- 
obachtet | rechnet weichung Griffith D weiehung obachtet rechnet weichung 
| | 
5 500 230 193 + 19,1 vH 258 — 9,1vH 118 108 | + 9,3 vH 
11 000 471 385 + 22,3 » | 506 — 6,9 » 236 216 | + 9,3 » 
16 500 719 578 + 24,4» 759 — 5,3 » 356 324 | +99» 
22 000 959 | 776 + 23,6 » 1012 —-53 465 | 432 |+100 >» 


2. Diskussion der Werte. Wie erwartet, trat bei allen oben erwähnten Ver- 
suchen die größte Schubbeanspruchung am Flansch ein, d.h. in der Mitte des breitesten 
Teilrechteckes. — Was aber den zahlenmäßigen Wert betrilit, so muß bemerkt werden, 
daß der Versuch größere Schubspannungen ergab, als die Rechnung (s. Zahlentafel 2a, 
3a bzw. 3c, 4). Wenn wir nun die experimentellen Daten als die »richtigen« ansehen, 
so müßten wir die Formel für z durch einen experimentell zu bestimmenden Korrektur- 
faktor (Z) abändern, damit sie den Versuchsergebnissen entspricht. 

J 
Diese Formulierung gilt auch für die am Steg auftretende größte Schubspannung, worin 
dann aber für d die Dicke des Steges zu setzen ist und für £ ein Korrekturfaktor (', 
der, wie wohl zu beachten ist, einen anderen Wert hat (s. Tab. 2b, 3c, 4) als L. 

Wenn wir zur Veranschaulichung dieser Spannungserhöhungen das Seifenhaut- 
gleichnis heranziehen, so ergibt sich, daß durch Zusammensetzen der Einzelrechteoke zu 
einem Gesamtquerschnitt der nun entstehende Spannungshügel höher sein muß, als die 
Hügel der Teilrechtecke. In Abb. 9 ist diese Ueberhöhung, wie sie die Versuchsergeb- 
nisse verlangen, für einen Längssym- 
metrieschnitt des zu Querschnitt Abb. 3 
gehörigen Hügels angegeben. Die ge- 
strichelte Linie bedeutet den Schnitt 
durch die Spannungshügel, die den ge- 
trennten Rechtecken entsprechen. Diese 
Ueberhöhung des Hügels bedingt eine Ahb. 9. 

Vergrößerung des Volumens und damit 

auch des Drillungswiderstandes, was die Versuche gut bestätigten. Addieren wir die 
Drillungswiderstände der Einzelrechtecke, so ergäbe sich daraus für Querschnitt Abb. 3 
ein J= 10,9 [em], experimentell wurde aber 11,6 [em*] bestimmt. Das ist ein Mehr von 
6,4 vH, wovon nur höchstens 1 vH durch die von (©. Weber?) angegebene Korrektion 
für die Verbindungsstellen erklärt werden kann. Aehnlich liegen die Verhältnisse bei 
den anderen Querschnitten. 


Parallelflanschiger I-Träger: Die Versuche ergaben einen Drillungswider- 
stand von 40,2 cm*, aus der Summe der Einzelrechtecke errechnet sich ein J= 30,0 cm! 
d. i. auf letzteren Wert bezogen ein Unterschied von 34 vH. Die Webersche Korrektur 
erklärt davon nur ungefähr 8 bis 9 vH, so daß noch ein gut Teil für die Ueberhöhung 
übrig bleibt. 


M 
I) Die Werte nach Griffith ergeben sich aus der Formel tr = 2a as wobei 2a = 1,85 cm der 


Durchmesser des größtmögliehen einbeschriebenen Kreises, der infolge der Ausrundung der einspringenden 
Ecken an die Verbindungsstelle Flansch-Steg zu liegen kommt und daber in der Flanschmitte eine 
Spannungserhöhung bedingt. Griffith wählt diesen Ansatz auf Grund von Versuchen am Spannungs- 


hügel (Seifenhäuten) Kr sagt noch dazu, daß dieser Wert einen Maximalwert bedeutet, der nicht 


unbedingt erreicht werden muß. (Engineering 1917, II, S. 652: »The Use of Soap Flims in solvine 
Torsion Problems von A. A. Griffith und @. J. Taylor.) 
?) C. Weber: Der Verdrehungswinkel von Walzeisenträgern. (A. Föpp!- Festschrift). 
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Versuchsquerschnitt Abb. 6: Der experimentelle Wert für den Drillungs- 
widerstand beträgt J = 25,3 cm. Aus der Summe der Einzelrechtecke ergibt sich 
23,6 cm*. Das ist auf letzteren Wert bezogen ein Unterschied von rund 7 vH, wovon 
nur 2vH mit der Korrektion für die Verbindungsstelle erklärt werden können. 


Zum Schlusse sei noch eine Zusammenfassung der Resultate gegeben. 

Die maximale Schubspannung tritt also eindeutig in der Mitte der Längsseite des 
breitesten Teilrechteckes auf. Auch die Formel für die Größe dieser Schubspannung 
hat sich gut bewährt: 


T max = 


Für den Steg läßt sich eine entsprechende Beziehung aufstellen: 


‚M 


Dabei sind { und {’ experimentell zu bestimmende Korrekturfaktoren. 
Tabelle der im Mittel gefundenen Werte [ bzw. ©: 


Versuchsquerschnitt Abb.3 1,06 — 1,09 
» Abb.6 T— 1,04 1,10') 
I-Träger {= 1,22 — 1,10 


Ü und {' wurden also immer > 1 gefunden. 
Für den Drillungswiderstand hat sich ebenfalls die Methode der Korrekturfaktoren 


bewährt. 
J= 1, =] 
1 


7 ist hier der experimentell zu bestimmende Korrekturfaktor. Er hat einen Wert zwischen 
0,5 und 1,3. Für die untersuchten Querschnitte ergab sich 
Versuchsquerschnitt Abb. 3 »7= 0,91 
» Abb. 6 = 0,80 
Parallelflansch. I-Träger = 1,27. 
Daß für die Versuchsquerschnitte Abb. 3 und 6 7 < 1 wird, hat seinen Grund darin, daß 
die durch die Nährungsformel ?/; !d’ für das Einzelrechteck vernachlässigte Endkorrektion 
(—"/3 0,63 d') durch die Zunahme infolge der Verbindung der Rechtecke nicht aus- 
geglichen wird. Es ist deshalb für Querschnitte, deren Einzelrechtecke verhältnismäßig 
breit sind, ratsam, folgende Formel zu benutzen: 
Für 7' ergeben sich dann Werte 
Versuchsquerschnitt Abb. 3 7’ = 1,06 
» » 6 1,07 
(Parallelflansch. I-Träger = 1,34). 
Diese Formulierung hat den Vorteil, daß 7’ immer >1 ist. 
Beachten wir nun, daß sich die Beziehung für 7.„.x folgendermaßen schreiben läßt: 
M 


Tınax — - Amax . 
n 
Da nun sowohl { wie 7’ stets > 1, kompensieren sie sich gegenseitig zum Teil. Setzt man 
so daß nun 2" 


vn 


so finden wir, daß sich £ nicht stark von 1 unterscheidet. 


Versuchsquerschnitt Abb. 3 1,00, 
» » 6 E—= 0,97 (bzw. & = 0,99 für & — 1,06), 
I-Träger 0,9. 


') Bezüglich des Querschnittes Abb. 6 ist noch zu bemerken, daß man eigentlich zwei £ (1.03 
und 1,06) und zwei X’ (1.08 und 1,13) unterscheiden muß, was auch nicht verwunderlich, da ja die 
beiden Mitten des Flansches (I und III) und des Steges (II und IV) keine Symmetriepunkte des Quer- 
schnittes3 sind. In obiger Tabelle ist nur ein Mittelwert aus den beiden angegeben. 
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Der Wert 5 für den I-Träger wird noch etwas günstiger, wenn man bei ihm & — [/n — 0,96 


setzt. J„ geht dann in J; über. Das heißt also, daß wir durchaus brauchbare Werte für 


die größte Schubbeanspruchung erhalten aus der einfachen Beziehung 7,,.x — Br Un: Ju 


n 


kann durch J, ersetzt werden für diejenigen Querschnitte, die ein 7 > 1 erwarten lassen, 
d.h. für Querschnitte mit schmalen Teilrechtecken und Verzweigungsstellen. 


3. Ueber die Längsspannungen bei der Torsion. Es treten bei Torsions- 
beanspruchung auch Spannungen senkrecht zum Querschnitt auf. C. Weber') hat für 
Stäbe mit schmalen Rechtecken als Querschnitt die Erscheinung quantitativ untersucht 
und eine Formel für die größte Längsspannung angegeben’). Diese Formel wurde ex- 
perimentell an einem Blech nachgeprüft‘). Gemessen wurde die bezogene Längenänderung 


Al 
e= , für die äußerste Faser, wofür sich aus der Weberschen Formel \/ı 9° 5° ergibt. 


Das Versuchsergebnis läßt sich also ohne Kenntnis von E mit der theoretischen 
Formel vergleichen. Doch werde ich, um den Vergleich anschaulicher zu gestalten, durch 
willkürliche Wahl E= 2:-10° (at) die bezogenen Längenänderungen in Spannungen 


ausdrücken. 
Zahlentafel 5. 


Moment beobachtet 0 berechnet *) 
Abweichung 
emkg at at 
| 
1100 783 57 + 2S vH 
2200 146 | 229 4» 
3300 536 | 515 + 4» 


Die Rechnung ergibt, wie obige Zahlentafel zeigt, kleinere Werte als das Experi- 
ment, was besonders zu beachten ist, da sie eigentlich eher größer sein sollten, weil 
wir ja das geometrisch auftretende und bei den Formeln in Rechnung gezogene % durch 


a ersetzt, was einen zu großen Wert bedeutet, da die Längsspannungen auch eine 


Verkleinerung von % bedingen. Auf jeden Fall haben die Versuche die auftretenden 
Längsspannungen eindeutig festgestellt und auch in der richtigen Größenordnung. Damit 
ist ein Fingerzeig gegeben für die Beurteilung der Lorenzschen Versuche. Bei den 
großen Formänderungen, die schon vor dem Bruch auftreten, spielen sicherlich die Längs- 
spannungen eine wichtige Rolle. Man beachte das Anwachsen der Längsspannungen mit 3?! 


II. Teil. Stäbe mit Hohlquerschnitten. 


1. Dünnwandige Hohlquerschnitte. Wir werden uns im folgenden weitgehendst 
an das hydrodynamische Gleichnis halten. Es läßt sich ausdrücken in folgenden Beziehungen 


N 
divz=0, 

) VDI-Forscehungsheft Nr. 249: Die Lehre der Drehungsfestigkeit. 

2) Es handelt sich dabei im wesentlichen darum, daß die Längsfaser bei der Torsion in eine 
Schraubenlinie übergeht und dabei gedehnt werden muß, was natürlich nur die Folge einer Zugspannung 
sein kann. Da aber keine äußere Längskraft wirkt, muß noch eine gleichmäßig verteilte Druckspannung 
überlagert werden, die in ihrem Gesamtbetrage die Summe der Längsspannungen aufhebt. So erhalten 
wir im inneren Teil (d. h. der Drehachse benachbart) eine Druckzone, während der äußere Bereich 
einer Zugspannung unterworfen bleibt. Praktischen Wert erhalten diese Effekte erst für schmale Recht- 
ecke mit n > 40. Für diese Querschnitte ist die größte Zugspannung größer als die größte Druck- 
spannung und berechnet sich aus der Beziehung 

1 1 M? 

3) Die Abmessungen waren: Länge L=2 m; Breite b = 29,95 em (29,85 bis 30,05 em); Dicke 
d= 0,61 em (0,59 bis 0,63 em); aus einer Nachkontrolle mit Hilfe des Gewichts ergab sich ein d = 0.,612 en; 
Seitenverhältnis n = b/d = 49. 

#, 9 wurde berechnet aus der Beziehung 

Omax = 12 E, 
wobei J= 2,26 cm! und @ = 786000at, welch letzteres an einem dem Blech entnommenen Quadrat- 
stab von der Seite a= 6,05 mın und der Länge 30 em (Meßstrecke 10 cm) bestimmt worden ist. 
°) Weiterhin mit Divergenz- bzw. Rotationsbedingung bezeichnet. 


Ztschr. f. angew. 
394 | Engelmann, Untersuchungen zur Drehfestigkeit der Stäbe _ Math. und Mech. 


Dazu fügen wir noch den Stokesschen Satz 


Seizen wir also einen dünnwandigen Hohlquerschnitt voraus, so wird sich die Schub- 
spannung für eine bestimmte Stelle am inneren Rand nicht viel vom Wert am äußeren 
Rand unterscheiden, so daß wir über die ganze Dicke 
mit einem mittleren Wert rechnen können. Tritt nun 
bei einer Stelle 1 mit der Dicke dı eine Schub- 
spannung 7, auf, dann ergibt sich für eine Stelle 2 mit 
der Dicke d, ein Schubspannungswert 7, aus der Be- 
ziehung 


Tı dı == da ?) 
Das Moment der Schubspannungen für irgendeinen 


Momentpunkt (P) muß nun Gleichgewicht halten dem 
äußeren Moment. 


Das Moment, das das Bogenelement dr ausübt, ist 


daher M=rd,2F. 
Eine zweite Gleichung ergibt sich aus dem Stokes- 
Abb, 10. schen Satz 


Durch Elimination der Schubspannung erhält man 


M F? 


Gy p“ 7 
d 


Die maximale Schubspannung tritt an der Stelle mit der geringsten Wanddicke 
auf und hat den Wert 


M 
max 2 F . 


Das sind die Bredtschen Formeln. 


Spezialisieren wir die Formeln für konstante Wanddicke, so ergibt sich ein 
Drillungswiderstand 


2 
4 d und T max = . 
U 2dF 
Interessant ist auch die Untersuchung der Möglichkeit des in Abb. 11 wieder- 
gegebenen Spannungsbildes unter der 
4 Bedingung 
dı 2° da, d,, aber noch dı 
Zn I Der Berechnung liegen folgende An- 
\ \ nahmen zugrunde: 
| Die Schubspannungslinien verlaufen 
| 17, L ' geradlinig und parallel den Umrandungs- 
| Hai 


linien. Damit darf man für die Schub- 


\\ | spannungen in der Wand 1 setzen 


/ N 141 — Tai 


T=Tıt 


dı 


AL und ferner 


Te + Ti 
Abb. 11. 2 


') Das Integral ist längs einer geschlossenen Schubspannungslinie genommen. F bedeutet die 
von ihr begrenzte Fläche. 


*) Diese Beziehung ergibt sich aus der Divergenzbedingung divr=0. 

°», J ist der Drillungswiderstand. 

+ U den Umfang. 

>) Diese Beziehungen gelten natürlich auch noch, wenn T;ı negativ wird. 


_ 
| 


okes- 


dicke 


: die 
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Der Stokessche Satz für Außen- und Innenrand ergibt 
aufgelöst nach z,,ı und 7,ı 
—2d — di’)= (2 ad; + dı?). 
Hieraus ersieht man, daß für 
2 adz 2. dı ds di?’ <0 
7, negativ wird, also in sich geschlossene Linien in der Wand I auitreten. Bei Berück- 
sichtigung obiger Annahme a > dı 2 d;, findet man für dı > V2.ad, das Auftreten dieser 
selbständigen Wirbel. Um die Größe der Schubspannungen zu bestimmen, muß man die 
Momentengleichung aufstellen. 


+r,d,) ab — + — + Ti) dı ab — bar? + 


Es ergibt sich dann nach denselben Vereinfachungen 

di? 2a ds + 

4a?bdıdz 4a?bdıda 

Es läßt sich dieser Fall auch durchrechnen unter der Annahme, daß dı in die Größen- 
ordnung von a und 5 fällt, doch gibt das natürlich nur eine Näherungstheorie, die, wie 
sich später zeigen wird, aber ganz gut sein dürfte), Man erhält 
6M 6M 
"77 
Als spezielles Beispiel sei noch der dünne, einseitig ringförmige Querschnitt an- 


geführt (s. Abb. 12). 
Für den Drillungswiderstand gilt 


ds 
d 
Bei Berücksichtigung der Voraussetzung ergibt sich für 
d=e+t-ec0sYp 


Tı = — 


und man erhält 


d "Je+t—cosp 
tV1+ 


damit 
Für die größte Schubspannung findet man Abb. 129). 


2. Dickwandige Hohlquerschnitte. Wird die Wandstärke dicker, so läßt 
sich in erster Annäherung schreiben 


FF M 
3 


d sm (Fi-+ Fa) dınin 
d 


Auf Grund dieser Formeln wurde experimentell eine Flugzeugstrebe mit ovalem 
Hohlquerschnitt und ungefähr gleichmäßiger Wandstärke untersucht. Letztere schwankte 
zwischen 1,04 und 1,1l mm und betrug im Mittel 1,07 mm. Die Form des Querschnittes 


geht aus Abb. 13 hervor. 


Der Drillungswiderstand J—=4.d Fi Fa orrechnete sich zu — 4,60 em‘, die maximale 
Schubspannung 7, = ” bei einem M = 1100 cmkg zu 7, — 380 at. 
(F; + Fu) d 


') Siehe II, 4, Verallgemeinerung der Beziehungen für Hohlquerschnitte auf Vollquerschnitte. 

3) Voraussetzung t<Xr,e<Xr. 

3) F; bedeutet die Fläche innerhalb der inneren Randkurve, Fu die Fläche innerhalb der äußeren 
Randkurve, dsm soll andeuten, daß das Integral über eine mittlere Randlinie genommen ist. 


. 
Schub- 
iußeren 
Dicke 
itt nun 
Schub- 
e 2 mit 
ler Be- 
(deinen 
n dem 
ibt, ist 

| d 
be 
M, 
| 
ı ein $ 
eder- 
der 

‚ufen 
Ings- 
hub- 

| 
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Diese Werte wurden benutzt, um sowohl aus der Verdrehungswinkelmessung, als auch 
aus den Schubmesserergebnissen den Schubmodul @ zu bestimmen. 

Aus dem Verdrehungswinkel ergab sich G, = 757000 at, aus den Schubmesserergeb- 
nissen (3 = 809000 at. Das ist ein Unterschied von 6,6 vH bezogen auf den Mittelwert 


Gn = 783 000 at. 


Mit diesem letzteren Wert soll weiter gerechnet werden. In folgender Zahlentafel sind 
die gemessenen Schubspannungen für die 3 Meßpunkte (s. Abb. 13) zusammengestellt und 
noch einmal in Vergleich zu den errechneten gesetzt. 


Zahlentafel 6. 


Schubspannung 7 (at) für die Meßpunkte Fehler des 
beobachteten Te) 


eınkg I | II 111 Mittel Wertes 


| Jetziger 
Fehler 


Moment 


| 


1100 374 380 — 3,2 vH 396 — 7,1 vH 


Die Abweichungen lassen sich wohl daraus erklären, daß 
die Maße des Versuchskörpers doch auch großen Schwankungen 
unterworfen sind (die Dicke d z.B hat 7’/ige Schwankungen). 
Nun mußten auch alle Maße (d, F\, F,, U.) am unteren Ende der 
Strebe gemessen werden, welche dann natürlich für die eigent- 
liche Meßstrecke nur Näherungswerte bedeuten. Dazu kam noch, 
daß nicht allzu weit über der Meßstrecke sich eine Dalle befand, 
über deren Einfluß sich nichts Bestimmtes sagen läßt. Unter 
diesen Umständen halte ich die Versuchsergebnisse für befriedigend. 

U Wird die Wandstärke nun noch größer, so schlage ich 
folgenden Weg vor: 

Man schreibt die Formel für den Drillungswiderstand für 
dünnwandige Gefäße differentiell und integriert sie dann 


4 F? 
ds 
d 


Schwierigkeit macht wohl das Integral = das sich aber in den 
( 


Jaünnwandig = 


e RER meisten Fällen, wie spätere Beispiele zeigen sollen, in der Form 
darstellen läßt: 


(ds 
Abh. 13 2), = 
d dı 


daraus ergibt sich 


‚2 


wobei F und Funktionen einer günstigen Variablen — + also 


4 F? 4 
dt oder J— / dx. 


a a C(x) 


Zur Erläuterung werden später zwei Beispiele durchgerechnet. 
ZU Tax führt folgende Ueberlegung: Man betrachtet das äußerste Querschnitits- 
element (d.h. zwischen dem Außenrand und einer benachbarten Schublinie, die an der 


2MF. 
I) ra berechnet sich aus „= B A welche Formei sieh ergab aus der Anwendung des Stokesschen 


Satzes für den äußeren Rand und deshalb eigentlich den genaueren Wert darstellt. 


Die Mittelwerte für und 5 waren 8,01 cm, b= 2,50 em. 
Gemessen wurde noch Ua Fi, Fa. Ua= 17,4 em; 12,6em’; Fa= 14,4 
Ua+ U; / 
Daraus ergab sich ein Um = 16,9 cm, wobei Fa Ua= 16.3 em. 


> 


») Für d, wählt man am besten Amin. 
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dünnsten Stelle — der Stelle der größten Schubspannung — den Abstand dd, vom 
Außenrand hat). 


Nun läßt sich folgendermaßen schreiben: 
| 
dM:M=dJ:J 
| 
dM—-"dJ = dd,. | 
J J Cu | | 
Das ergibt dann 
M Fa | | a 
J Ca | 
Bevor ich nun Beispiele bringen werde, möchte ich noch (| \ ‚B 
einen Einwand machen. ER 
Die eben entwickelten Formeln haben zur Voraus- d ne 
setzung, daß die Schublinien symmetrisch, d.h. ähnlich ı 
zu den Randkurven laufen. Das trifit aber nicht genau La or: A 
zu. Sie werden sich an scharf nach innen gekrümmten 
Stellen zusammendrängen, während sie an scharf nach Abb. 14. 


außen gekrümmten Stellen auseinandertreten. Betrachten 
wir zur Erläuterung folgendes Beispiel (Abb. 14). Es ist dieses ein dicker Kastenquer- 
schnitt mit gleichmäßiger Wandstärke d. 

Es tritt der gezeichnete Strömungsverlauf ein. Das läßt sich aus dem Stokes- 
schen Satz beweisen. Liefen die Stromlinien genau symmetrisch zu den Randkurven, so 
müßte die Umfangsspannung 7, wie auch 7; für jede Stelle gleich groß sein. Dann er- 
gäbe sich auch aus der Bedingung rot = 26% 

Ta—Ti 


-—269. 
d 


Bildet man aber diesen Wert > ans den sich aus dem Stokesschen Satz ergebenden 


7. und 7; (die ich weiterhin mit 7... und 7, bezeichnen nr. so ergibt sich ein 
anderer Betrag. 
2(a+b)— 269 ab 
_ 
a?+2ab+b? +4ad+ 
Der Bruch ist nicht gleich I, sondern < 1. 
Bezeichnen wir nun mit 7, und z, die Spannungen, die an den Punkten A und B 
(bzw. A’ und B’) auftreten und setzen wir voraus, daß an diesen Stellen wenigstens für 
eine kleine Strecke die Schublinien parallel der Randkurve laufen, so dürfen wir setzen 
269d — Ar. 
At ist nun größer als /r,„. Das rührt daher, daß 

l. Zum 7. da 7m einen Mittelwert der Schubspannung für den äußeren Umfang 
bedeutet; an den Ecken ist ja die Spannung gleich O0 und steigt bis zur Mitte 
der Rechteckseite auf z.. 

2, Tm > rt, da 7,. ebenfalls einen Mittelwert darstellt und zwar über den inneren 
Umfang, der im Bezirk der einspringenden Ecke sehr große (theoretisch für 
die Ecke selbst sogar » große) Spannungen aufweist. 

Zum Schluß sollen noch zwei Beispiele durchgerechnet werden: 
1. Kastenquerschnitt, wie ihn Abb. 15 zeigt: 


Der Drillungwiderstand eines differentiellen Elementes 


Fr? 
—, 
($ 


und FF, = 4er*, 


— Art. 


dda 
24 
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Der Gesamt-Drillungswiderstand beträgt also 


"a b/? 
F? (r) 3 3 
C(r) 1+c 1+.? 
bY2 — da 
Die größte Schubspannung 
| 


Zu beachten ist aber, daß 
diese Formeln infolge der nicht 
zutreffenden Voraussetzung für 
die Ecken nur Nährungsformeln 
bedeuten, deren Geltungsbereich 
experimentell ermittelt werden 
muß. Aber immerhin werden 
sie einen wichtigen Anhaltspunkt 
für derartige Versuche bilden. 


2. Für das nächste Beispiel 
treffen die Annahmen weit 
besser zu. Das ist der dicke, 
einseitig ringförmige Querschnitt 
(s. Abb. 16). 

Für den dünnen, einseitig 
Abb. 159), Abb. 16. ringförmigen Querschnitt hat sich 
ergeben 


(RA9437,15] 


Differentiell geschrieben 


dJ—-2r’ndt + 
unter der sehr wahrscheinlichen Voraussetzung 
de 
t dt ) 
Schreiben wir r als Funktion von £, so ergibt sieh 
to 
also % =! 
2e 3 3 
+4 +-n?). 
Ö 
Für findet man 
M Fa 2 rı M 
J Ca + rı? rn +r 19? + r93) 
3. Hohlquerschnitte mit Zwischenstegen. l'ür dünnwandige Hohlquerschnitte 
mit Zwischenstegen hat H. Lorenz schon Formeln angegeben‘). Es wird hier ein Weg 
angegeben, der schneller zum Ziele führt und die Verhältnisse deutlicher überblicken läßt. 
Aus der Divergenzbedingung ergibt sich 


Wıll man nun eine Beziehung zwischen dem äußeren Moment und den Schubspannungen, 
so schneidet man einfach nach der punktierten Schublinie (Abb. 17) den Querschnitt auf 
und erhält zwei einfache Hobhlquerschnitte. Für diese gilt 


Mı=?21n: dıa Fi (Fı Fr) 


Tınax = 2 . 


') Voraussetzung a>b, a=cb, 

?) Wenn nicht t+ 2e >>, was selbständige Wirbel im dicken Teil zur Folge hat. 
2rı n 

Yı+ 2e/t 

+, Techn. Physik, Bd, 4, und Dinglers Polyteehn ‚Journal 92 Jahrg , Bd. 326, Heft 32. 
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Das ergibt bei Berücksichtigung der Divergenzbedingung 
M=Mı + F,). 
Wendet man nun den Stokesschen Satz für die beiden Flächen an, so erhält man 
1. /nds +/tmdse=2 GO 2. 
Das gibt umgeformt 


Fı dı Fı F3 de Fy 
oder 


dı: da : Tı2 dıa + Sıs (Fı + : [A Sı + (Fi + F;)| : [A — Fy Sı]?). 
Beachtet man noch M=-2(ndıFı+rd, 
so kann man mit diesen Gleichungen alle Spannungen berechnen. 


Eliminieren wir übrigens aus der Momentengleichung die Schubspannungen, so 
ergibt sich eine Beziehung für den Drillungswiderstand 
Fı + 
wobei B- Fa + Sıa (Fı + Fy) 
Sa Fı + Sıa(Fı + Fy) 
Für mehrere Zwischenwände geht das Verfahren genau so. Man zeichnet um jede Fläche 
F, einen Fluß z;d, im gleichen Drehsinn und erhält dann als Gesamtmoment 
F,. 


Dann wird für jede Fläche der Stokessche Satz angewandt 


Das gibt z.B. für die Fläche 3 (siehe 
Abb. 158) 


Abb. 17. Abb. 18. 
d32 
d. i. allgemein nd)Sa=2G9 
über U; 


Aus dem Stokesschen Satz ergeben sich also © Gleichungen, dazu kommt noch die 
Momentengleichung, das gibt ©-+ 1 Gleichungen. Unbekannte haben wir ebensoviele: 


i Schubspannungen 7, (bzw. 7;d;) und ® (bzw. J) 


Somit lassen sich alle Werte berechnen. 
Die Spannungen in den Stegen ergeben sich aus der schon benutzten Beziehung 
Ti di — Ta dk 


dik 


ds 
I) Sı bedeutet das integral und entsprechend. 


3), Für den Außenraum wollen wir Fo sehreiben, d.h. odo=V. 


/ A 5 7 | 
d ( 
2 
302 T, 524 Va 
24% 
| 
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4. Verallgemeinerung der Beziehungen für Hohlquerschnitte auf Voll- 
querschnitte. Es ist möglich, jeden Vollquerschnitt durch Aufschneiden nach Schub- 
linien in Hohlquerschnitte zu zerlegen. Darum lassen sich auch Formeln für Voll- 
wuerschnitte aus den Beziehungen für Hohlquerschnitte ermitteln. Dies soll an zwei 
Beispielen gezeigt werden. Voraussetzung ist wieder, daß die Schublinien ähnlich der 
Umrandungskurve laufen. 


1. Reguläres n-Eck mit der Seite a. 
Für Hohlquerscebnitte mit konstanter Wandstärke gilt 


- 
F? 
J=4d—, 
differentiell geschrieben 
h? 
n? a? 
dJ—4dd —=2ncos?’ — sin — -r’dr, 
na n n 
2sinr/n 
also = a’ ctg? 
Abb. 19, 32 n 


Tax tritt in der Mitte jeder Seite a auf und ist größer als der Mittelwert z,„, der sich 
aus dem Stokesschen Satz ergibt 


n a? 
Setzt man nun näherungsweise an 
Tm + x 
o 
so ergibt sich ein 
2r 32 tg” n/n 
T max = M 
r+0 na°® (1 + cos /n) 


Es soll nun ein Vergleich der aus diesen Beziehungen gewonnenen Werte für Dreieck 
und Viereck mit den exakten Resultaten folgen. 


a) Reguläres Dreieck. J= — 0,0180 a*; der exakte Wert beträgt 
2 3 


3° 
3 | | 
- & a* = 0,0216 a*, d. i. eine Abweichung der Nährungstheorie um — 16,7 vH. 
MM M 
Tınax = 31,3 ; 16 — 
a aa 


Genaue Theorie — 20 
a 
b) Quadrat. 0,1250a', J. = 0,1426 Abweichung der Näherungstheorie 
— 12,3 vH 


Abweichung der Näherungstheorie + 6,5 vH. 


aM 
Tınax 4,68 Tım = 4,00 
aM 


nach der genauen Theorie 7unax = 4,73 Abweichung der Näherungstheorie — 1,1 vH. 


a3 


2) Beliebiges Dreieck. Gehen wir vom Mittelpunkt des einem Dreieck ein- 
beschriebenen Kreises mit dem Radius e aus, so ergibt sich für 


dJ= 


dann ist Po 


eo8 dd=dr cos a=?2r sin 
9) + x = 


3), F wobeis= 


J= dJ= so°. 


sich 


jieck 


'rägt 


orie 


vH. 
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Der Stockes sche Satz für den Rand ergibt 
28 ode 


Da wir nun für das reguläre Dreieck die Abweichungen von den genauen Werten kennen, 
schlage ich vor, die dort gefundenen Korrekturfaktoren auch für das allgemeine Dreieck 


gelten zu lassen. 

Das gibt dann J=0,680°, Tax 2,5 
Liegt nun ein Vollquerschnitt mit beliebiger Umrandungskurve vor, so schneidet man ihn 
nach gezeichneten Schublinien in möglichst dünne Hohlquerschnitte und bestimmt dann 
graphisch sowohl für den einzelnen Hohlquerschnpitt, als auch für den ganzen Vollquer- 
schnitt den Wert für den Drillungswiderstand J. 

Als Kernstück, um den Mittelpunkt des größten einbeschriebenen Kreises wählt 
man am besten einen kleinen Kreis oder Ellipse, was keinen allzu großen Fehler 
bedeutet. Daß wir gerade den Mittelpunkt dieses Kreises als Zentrum betrachten, 
legt uns das Seifenhautgleichnis nahe. Doch erfordert diese Einzeichnung von Schublinien 
einen gewissen Grad von Erfahrung. Nehmen wir z. B. den Querschnitt der Abb. 20 


her. Hier haben wir zwei größte einbeschriebene Kreise, was eben zur Folge hat, daß 
sich nicht alle Schublinien in den »Steg« fortsetzen, wie auch die maximale Schubspannung 
nicht an diesem Steg eintreten wird, sondern an den Flanschen, und zwar ungefähr an 
den Berührungspunkten dieser einbeschriebenen größtmöglichen Kreise. So muß also die 
Dicke der abgetrennten Hohlquerschnitte im Steg größer sein als im Flansch. Auf jeden 
Fall lassen sich aber mit dieser graphischen Methode bei einiger Erfahrung sicherlich 
brauchbare Näherungswerte iür den Drillungswiderstand und die maximale Schubspannung 
für jeden beliebigen Querschnitt ermitteln. 943 
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Ueber ein neues allgemeines Verfahren zum Entwerfen von 
graphischen Rechentafeln [Nomogrammen), insbesondere von 
Fluchtlinientafeln. IV." 


Von ALEXANDER FISCHER in Göding (Mähren). 


Absennitt I: Thbeoretischer Teil. 
A. Allgemeines. 


1. Ueber ein besonderes Koordinatensystem. In dem bereits in »IlI« ge- 
nannten?) Werk: »Principes de G&eomä6trie analytique« verwendet G. Darboux (2) beim 
Studium der Theoreme von J.V. Poncelet (livre III dieses Werkes) folgendes besondere 
Koordinatensystem: In der Ebene sei ein Kegelschnitt (X) gegeben; jeder Punkt der 
Ebene ist durch den Schnittpunkt zweier Tangenten an diesen Kegelschnitt festgelegt. 
Sind E, 01 die veränderlichen Parameter dieser Tangenten, so folgt aus den Darlegungen 
von G. Darboux, daß durch die Gleichung 


(A, B,C: Konstante) eine beliebige Gerade der Ebene festgelegt ist. 


Es soll nun gezeigt werden, daß die in »III« behandelten »Kreistangententafeln« 
sich als Spezialfälle von Tafeln in diesem System darstellen, wenn man als Kegelschnitt 
einen Kreis wählt. Es sei ein Kreis vom Mittelpunkte M und Halbmesser r gegeben, 
auf dessen Umfang ein bestimmter Punkt O als Nullpunkt des Koordinatensystems an- 
genommen sei. Dann lautet die Gleichung einer im Abstand p vom Mittelpunkt ge- 
zogenen, zum Strahl OM senkrechten Geraden: | 

... b) 
r+p 
wobei unter «, $ die Winkel zu verstehen sind, die 
die Tangenten von einem Punkt dieser Geraden an 
den Kreis auf demselben bestimmen. 

Verschiebt man den Ursprung O des Koordinaten- 
systems um den Winkel & (nach O'), so daß (s. Abb. 1a) 
wird, so lautet die Gleichung der Geraden in diesem 
neuen System mit 0=tgA4/2, —=tg B/2, 


— te &/2 —=cC: 
ge 


also in Uebereinstimmung mit Gl. (a) 
Abb. la. Mit e=0 ergibt sich selbstverständlich die Aus- 
gangsgleichung (b); um die zweite Beziehung zwischen 
A und B zu erhalten (s. »III«), ist der Koeffizient von 0 0ı Null zu setzen. Es ergibt 


1 
‚sich mit x = 


[RAT71Z 1a 


0 +0ı = 2cotge, 


da c=tge/2, also ebenfalls in Uebereinstimmung mit »IlI«.. Um die Gl. (ce) mit der 
Normalform 


in Einklang zu bringen, ist zu setzen 
_1-—-xed e(1+») 


I) Vergl. diese Zeitschr. Bd. 7 (1927) H. 3 u. H. 5, Bd. 8 (1928) H. 4. 
’) Die vorhergehenden Teile dieser Abhandlung werden als »I« bis »III« zitiert werden. 
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Hierbei ist weiter folgendermaßen zu verfahren: Setzt man 


1—xc? 
und g g=c#, 80 ist tg = 
Durch Elimination von # aus A und B ergibt sich 


Es dient also (a) zur Bestimmung von m, hierauf folgt aus (b’) der Winkel 9, nachdem 
aus (c’) der Winkel & berechnet worden ist. Die Bestimmung der Größe p folgt aus der 
Gleichung 


p € 
= — 


darch Einführung des Proportionalitätsfaktors P kann letztere geschrieben werden: 
so daß zur Bestimmung von p die in Abb. 1b angegebene 
Konstruktion dient. Es wird also auf dem unter dem 
Winkel € gegen den Nullpunktshalbstrahl geneigten Halb- 
strahl die Größe p aufgetragen; die Normale auf diesem 
Halbstrahl ist dann die gesuchte Gerade. Es werde je- 
doch auf diese etwas umständlichen Konstruktionen nicht 
weiter eingegangen; bloß die spezialisierte Form IV liefert 
brauchbare Ergebnisse (s. Abschnitt II). 
Der Kreis hat in diesem System die Gleichung 


@ + konst., 


durch Inversion entstehen abermals Kreise, so daß sich 
wieder die Konstruktionen mit konstanter Zirkelöfinung Abb. Ib. 

ergeben. In dieses Koordinatensystem gehörig können 

schließlich auch die von M. d’Ocagne (1)'), R. Soreau (la)?) behandelten Tafeln mit 
konzentrischen Kreisskalen angesehen werden. 


2. Unmittelbare Umsetzung von Fluchtlinientafeln „mit senkrechten“ in 
solche „mit parallelen Trägern“. Wie bereits in »I« angedeutet wurde, lassen sich 
die allen weitern Transformationen zugrundegelegten Fluchtlinientafeln mit senkrechten 
Trägern’) durch projektive Umformung in solche mit parallelen Trägern überführen. Hier- 
zu ist es notwendig, daß man auf die Determinantendarstellung der kanonischen Form 
zurückgeht, da die projektive Umformung in einer Multiplikation dieser Determinante mit 
einer nichtverschwindenden ihre analytische Grundlage besitzt‘). Hierbei wird aber der 
zugrundegelegte Formelapparat nicht mehr aufrechterhalten; dieser Vorgang ist überdies 
nur für die Fluchtlinientafeln im engern Sinne anwendbar, nicht jedoch für die allgemeinen 
Fluchtlinientafeln, wie sie in den vorhergehenden Teilen behandelt worden sind. Es ist 
daher die Frage naheliegend, ob man nicht durch einen unmittelbaren Vorgang aus den 
Tafeln mit senkrechten Trägern sofort solche mit parallelen Trägern erhalten könne. Dies 
ist in der Tat möglich; es ist hierzu bloß erforderlich, zu dem dem M. d’Ocagneschen 
Parallelgeradenkoordinatensyst«m entsprechenden Parallelpunktkoordinatensystem über- 
zugehen. (M d’Ocagne bezeichnet ohne Hinweis auf die letzteren bloß jene als coordon- 
n6es parallöles’). Beide Systeme werden von V. Läska- V.Hruska (Il) zusammen- 
fassend als »Nomographisches Koordinatensystem« bezeichnet. Hierbei dienen eben als 
Koordinaätenachsen nicht senkrechte, sondern parallele Gerade. Dieses System, von dem 


S. 872. 


2) S. 392. 

3) »senkrechte Träger« sind mit H. Schwerdt (1) die Achsen des Kartesischen Koordinaten- 
systems. 

4) Vgl. hierzu M d’Ocagne (1), 8. 166, H. Schwerdt (1), S. 174 u. a. 

5) 8. z.B. M. d’Ocagne (2), $S.12. — Mit F. Klein (1) und H. Beck (1), Koordinaten- 


geometrie, 1. Band: Die Ebene. Berlin 1919, wird hier der passendere Ausdruck Geradenkoordinaten 
für die sonst Linienkoordinaten genannten Koordinaten gewählt. 
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die Verfasser im Vorwort sagen, daß seine systematische Benutzung, soweit ihnen bekannt, 
neu ist, ist tatsächlich hinsichtlich der Parallelpunktkoordinaten in der anderweitigen 
Literatur überhaupt nicht behandelt. In diesem Sinne sind wohl die etwas weitschweifigen 
allgemeinen Betrachtungen in Pkt. 3 und 4 ihres Lehrbuchs zu verstehen; hierin fehlen 


jedoch bezüglich der Geradenkoordivaten im Kartesischen System die Namen J. Plücker, 


A. Adler, bezüglich der Parallelgeradenkoordinaten der Name M. d’Ocagnes (und seiner 
Vorgänger), wenn auch die Orientierung des Kartesischen Hilfskoordinatensystems bei 
letzteren etwas verschieden von der bei M. d’Ocagne ist. 

Es möge noch bemerkt werden, daß die implizite Theorie (s. unten) der Flucht- 
linientafeln von V. Läska - V.Hruska (l) bloß in den Geradenkoordinaten beider 
Systeme durchgeführt wird und von den Punktkoordinaten des »Nomographischen Koor- 
dinatensystems« ihrerseits erst bei der expliziten Theorie der Fluchtlinientafeın Anwendung 
gemacht wird. Dessenungeachtet sind in der unten angegebenen Tabelle für die erstere 
Theorie die Punktkoordinaten dieses Systems mit dem Namen dieser Verfasser belegt 
worden, da sie — zumindest in der nomograpbischen Literatur — zuerst von ihnen syste- 
matisch benutzt worden sind. 

Im zweiten Abschnitt werden auch einige allgemeine Tafeln (Netztafeln) in nomo- 
graphischen Punktkoordinaten (Parallelpunktkoordinaten) gegeben werden. Bei dieser 
Gelegenheit ist zu erwähnen, daß die Darstellung allgemeiner Tafeln (Netztafeln) in 
Parallelgeradenkoordinaten zu den von M.d’Ocagne (1)'!) kurz erwähnten »Nomo- 
grammes tangentiels generaux« führt, die von H. Schwerdt (1) als »Gleitkurventafeln« 
wiedergefunden wurden). Ihnen kommt, da als Ab- 
leseelement die Tangente an die »Gleitkurve« dient, 
geringe Bedeutung zu. Es gehört also eigentlich der 
Pkt. 59 von M. d’Ocagne (I), sowie $ 39 von 
H. Schwerdt (1), (insbesondere das gewählte Bei- 
spiel) zu den Netztafeln. Wie leicht ersichtlich, 
könnten auch die von A. Adler verwendeten 
Plückerschen Geradenkoordinaten dazu dienen, 
solche Gleitkurventafeln in Kartesischen Koordinaten- 
systemen zu entwerfen, eine Lücke, die leicht aus- 
zufüllen wäre. 

Die Theorie der Punktkoordinaten dieses Koor- 
dinatensystems ist in Kürze dargelegt’). Von einer 
Grundlinie OQ {s. Abb. 2) gehen zwei parallele Ge- 
raden (p) und (g) aus, die als Achsen des Koordi- 
natensystems dienen sollen. Ein Punkt A ist durch die Abschnitte p und q auf den be- 
züglichen Achsen festgelegt. Zwischen den Kartesischen Koordinaten &, 7 dieses Punktes 
in dem schiefwinkeligen System 5, 7 und den nomographischen Punktkoordinaten p, q 
bestehen die leicht herleitbaren Beziehungen (= OQ): 


p 

p+q p+q (1), 

p=d;; 


Die Gleichung einer durch A hindurchgehenden Geraden, die auf den Achsen (p) 
und (7) die Strecken (a) und (5) abschneidet, lautet bekanntlich 


s-+t a 


Setzt man hierin die Werte von $ und 7 aus (l) ein, so erhält man nach leichter Rech- 
nung die Gleichung 
p q 
Man erhält also aus der Ausgangsform der Gleichung der Ablesegeraden 
') S. 160. 


*) S. hierzu P. Luckey (4), Fußnote auf 8. 260. 
3) vgl. V. Läska -v.Hruska (1), 8. 4. 
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die neue Form durch die Transformation 


und analog ist in den Gleichungen der kb: Kurve usw. & und n durch diese Größen 
bezw. zu ersetzen. 

[Wie leicht ersichtlich, erhält man bei Deutung von p und g im gleichen Karte- 
sischen Koordinatensystem mit rechtwinkligem Achsenkreuz die Tafeln mit Hyperbeltafel 
als Ablesegerät (s. »I«).| 

Wie sich zeigen wird, werden viele bereits bekannte Ergebnisse von M.d’Ocagne 
und R. Soreau neu hergeleitet erscheinen. Zur Konstruktion der Lösenden Kurve usw. 
kann man natürlich auch auf die Kartesischen Koordinaten $, 7 vermöge (1) zurückgehen. 

Es möge nochmals darauf hingewiesen werden, daß dadurch, daß Gleichung (a) 
die Gleichung einer Geraden') darstellt, ohne weiteres von dem ursprünglichen (Aus- 
gangs-) zu dem neuen System übergegangen werden kann. (Bei den von M. d’Ocagne 
zugrundegelegten Parallelgeradenkoordinaten stellt diese Gleichung bekanntlich einen 
Punkt dar!)?) Es handelt sich hier bloß um einen Uebergang zu einem neuen Koordi- 
natensystem, das Raumelement (hier der Punkt) bleibt erhalten. 


B. Genauere Besprechung der kanonischen Formen für Beziehungen 
zwischen drei Veränderlichen. 


Wie in »I« und »llII« sollen die einzelnen kanorischen Formen in Kürze bespro- 
chen werden, ohne daß alle Möglichkeiten und Verallgemeinerungen genau erörtert werden °). 


Kanonische Form I: fi =f. 


q 
[2 
und ihrer Bez.: fi = (III), (IIT), 
42 us 


also nach (I) und (IIl’) dieselben Ergebnisse wie bei R. Soreau um ‘) und nach leichter 
Rechnung wie bei M. d’Ocagne (1)°). 


Karonische Form II: 


Gl. d. A.G.: h+a)— 
9 
Gl. d. L.K.: .. ... (ID, 
p 
deren Bez.: (UI), (IT). 


up 
wie leicht zu ersehen, von den von den Genannten erhaltenen Ergebnissen verschiedene. 


93 4293 
+ ga 42 


also in vollkommener Uebereinstimmung mit R. Soreau (1a)°) und mit M. d’Ocagne (1)'). 


V. Läska - V. HruSka (i), S. 7. 

») Im Sinne der unten erwähnten »abstraktene Koordinatengeometrie ist das Wort »darstellen« 
dureh »heißen« zu ersetzen. Die Gleichung (a) heißt also die Gleichung der Geraden, bezw. 
Gleichung des Punktes. 

3) Es gelten wie früher die Abkürzungen: Gl. = Gleichung, A.G. = Ablesegerade, L.K. = Lösende 
Kurve, E.K. = Ersatzkurve, Bez. = Bezifierung. 

*%) S. 174. — °) S. 178. — Es ist die Verschiedenheit der Kartesischen Hilfssysteme zu berück- 
sichtigen. 

6) S. 194. 7) S. 215, siehe vorige Fußnote. 
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Kanonische Form IV: + fa) 93 +h =0 
Diese Form wird von M.d’Ocagne nicht so eingehend nach seiner Theorie be- 
handelt, wie die vorhergehenden; er schließt sich bald R Soreau an. Es lauten bier 


p 
und ihrer Bez : (11). 
3 q 
— 119 — — 
p? 03 vg 
deren Bez: i=*, (=12)| i= (= 1,2) 
0—$ 
Es ergibt sich also als E. K. eine Doppelhyperbel. 
Kanonische Form V: = 
9ı + 92 
Diese Form wird von M. d’Ocagne überhaupt nicht behandelt. 
Gl. d. A.G.: BT 
v 4 
fi p 
und ihrer Bez.: „AN | 
fi q 
Gl. d. E.K.M.: m! 
und ihrer Bez : PER. 


Als E.K. » dient die q Achse, auf der w, fs nach oben aufgetragen wird. 


U. Nachträge. 


1. Rechtwinkelkreuz mit geführtem Scheitel. Die in »I« und »1II« gebrachten 
Ausführungen sollen noch durch diesen dort unerledigt gelassenen Fall vervollständigt 
werden. Wird die Gleichung der Geraden in der Form 


geschrieben, so kann a auch durch ein Verhältnis " ersetzt werden, wobei » und n Funk- 
n 


tionen fi und fj sind (s. Abb. 3). Es dient 
dann die Gerade y aus der Parallelenschar 
als Einstellfaden. Setzt man y=f, 
so erhält man 


h=b- 9. 
n 


Ist insbesondere m= fh, n=b=— fı, 
so erhält man schließlich 


d. h. die von R. Soreau (la)') gegebene 
kanonische Form dieses Falles. Es bilden 
dann Einstellfaden und Ablesefaden ein 
Rechtwinkelkreuz, dessen Scheitel auf der 
y-Achse geführt wird. In Abschnitt II wird 
das von R Soreau (la) gegebene Beispiel 
behandelt werden; diesem Falle, sowie dem verallgemeinerten Falle mit beliebiger Füh- 
rungskurve — der übrigens von R. Soreau nur prinzipiell ins Auge gefaßt wird, ohne 
daß ein Anwendungsbeispiel bekannt wäre — kommt nur geringe Bedeutung zı. 


I) 8. 364. 


RN 
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2. Fluchtlinientafeln auf der Dupinschen Zyklide. Wie bereits in »III« er- 

e be- wähnt wurde, ist es in der Zuordnungsbeziehung, die durch die Gl. (I) bis (III) darge- 
ier stellt wird, freigestellt, für die Gl. (I) nicht bloß geodätische Linien, sondern ganz be- 
liebige, für den vorliegenden Zweck geeignets Kurvenscharen zu verwenden. Es möge 

, in Kürze darauf hingewiesen werden, daß bereits eine Fläche bekannt ist, bei der sich 
hierfür auch Loxodromen eignen. Wie aus der in demselben Bande wie die die Flucht- 


n). | linientafeln in Deutschland bekanntmachende Arbeit von R. Mehmke (3)') befindlichen 
Abhandlung von G. Holzmüller (1)?) hervorgeht, läßt sich die Geometrie der Geraden 
T). in der Ebene elementar auf die Fläche der Dupinschen Drehunrgszyklide — deren wich- 


tigester Sonderfall die Ringfläche (Torus, Wulst) ist — übertragen. Jedes Rechteck in der 
Ebene läßt sich nämlich konform auf eine entsprechende Drehungszyklide mit elementaren 
Hilfsmitteln derart abbilden, daß der Geraden der ersteren die lL,oxodromen der letzteren 
entsprechen’). Jedoch werde hierauf nicht näher eingegangen und möge dieser Hinweis 
zur ausführlicheren Behandlung anregen. 


3. Einiges zur „philosophie du sujet“.‘) Die vorhergehenden Ausführungen 
wären unvollständig, wenn man sie nicht zu dem bereits Bestehenden in Beziehung setzen 
würde. Mit der im letzten Punkt (A2) behandelten Theorie der Fluchtlinientafeln mit 
parallelen Trägern sind wir nämlich auf anderem Geleise zum Ausgangspunkt der modernen 
Theorie der Fluchtlinientafeln zurückgekehrt, die von M. d’Ocagne 1884 begründet wurde 

€ und haben so, eine Lücke ausfüllend, einen Kreislauf beendet (s. u.). Das Problem der 
»allgemeinen, (abstrakten, absoluten) Nomographie« kann in zwei Hauptteile zerfallend 

1) gedacht werden: einen rein analytischen und einen geometrischen. Im ersten 
wird die vorgelegte Gleichung in bezug auf ihre Umformungsfähigkeit in gewisse Typen 
N untersucht; es ist dies im Wesen eine Klassifikation. Hierzu gehören alle die haupt- 
. | sächlich von französischen Forschern herrührenden Untersuchungen; hierauf werde jedoch 
nicht weiter eingegangen, sie sind in den Werken von M. d’Ocagne (1) und R. Soreau(Ib) 

der Hauptsache nach wiedergegeben. Der zweite »geometrische« Teil zerfällt in einen 
abstraktgeometrischen und einen konkretgeometrischen, der an die von E. Study 

herrührende, bei H. Beck (1)°) ausführlicher wiedergebene Einteilung der Koordinaten- 

geometrie in einen abstrakten und einen konkreten Teil anschließt. Während nämlich 

das erstere »System mathematischer Begriffe« »zu seiner Herleitung nur gewisser Begriffe 

der Analysis bedarf, zu der es demnach gehört und von der es einen Bestandteil bildet, 

heißt das zweite System der Geometrie, wiewohl es im Grunde doch abstrakt ist, kon- 

ıten kret, weil es überall, sei es direkt, sei es durch Vermittlung der Anschauung auf den 
digt | Raum der Erfahrung Bezug nimmt«. Wie leicht einzusehen, sind die vorstehenden Aus- 
führungen ohne weiteres mit dieser allgemeinen Einteilung in Einklang zu bringen ‘) 

und erweist dieser allgemeinere Standpunkt vieles bisher als wesentlich angesehenes als 

nicht zum Kern der Sache gehörig. (So z. B. den bereits erwähnten Wechsel des 


nk- Raumelements (Punktkoordinaten — Geradenkoordinaten) bei der Theorie der Fluchtlinien- 
ent tafeln, welche Ansicht gerade durch den vorliegenden Teil nochmals widerlegt wird.) 
Kar | Hier soll gemäß dem Vorstehenden die Theorie der Fluchtlinientafeln, sowie die 
v. der beweglichen Ablesegeräte überhaupt genauer betrachtet werden, was auf eine schärfere 
Ausarbeitung der in »I« bereits gemachten Andeutungen hinausläuft. 
Hierbei ist eine bisher nicht genügend hervorgehobene scharfe Trennung dieser 
beiden Teile zu beachten, wobei die durch die geschichtliche Entwicklung hineingebrachten 
Unwesentlichkeiten zu eliminieren sind. 
LE Knüpft man an die vorgelegte Gleichungsform direkt an — und dies geschah 
schon durch M. d’Ocagne, wenn auch auf dem Umwege über die Netztafeln mit drei 
Geradenscharen — so wird durch die so erhaltene Zerfällung derselben die Fluchtlinien- 
ne 
len ) R.Mehmke (3), Beispiele graphischer Tafe!In, mit Bemerkungen über die Methode der 
ein fluchtrechten Punkte. Ztsehr. f. Math. u. Physik 44 (1899), S. 56. 
ler %) G. Holzınüller (1), Elementares über die Dupinschen‘ Cykliden und die Grundlagen der 
ird Krümmungstheorie. Ztschr. f. Math. u. Physik 44 (1899), S. 194. 
iel 3) Vgl. hierzu auch G. Holzmüller (2), Elemente der Stereometrie. 1. Teil: Die Lehrsätze und 
5 Konstruktionen. Leipzig 1900. (VT. Abschn ), S. 260. — Ueber Zykliden siehe auch F. Klein (2), 8.56 
ar und G. Darboux (2), livre V. 
n 


+) vgl. hierzu insbesondere M.d’Ocagne (1), Introduction. 
5) S. 80 ft. 
6) Es handelt »ich vor allem um eine Aenderung der Terminologie. 
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tafel implizit definiert. (Bei M. d’OÖcagne noch ohne das Ableseelement, hier allgemein 
auch dieses.) Es soll daher diese Theorie der Fluchtlinientafeln als implizite (direkte) 
bezeichnet werden. Wie leicht ersichtlich, ist diese Begründungsart allgemeiner (abstrakt- 
geometrischer) Natur. Bezüglich des Verfahrens von M. d’Ocagne sei bloß die 
kanonische Form IV, 

fi 93 + fa a = 0 
betrachtet, die den ersten Arbeiten M. d’Ocagnes zugrunde lag und für sein Verfahren 


als charakteristisch angesehen werden kann — die llebertragung auf kompliziertere Formen 
ist einfach. Dann erfolgt die Zerfällung in folgender Art: 


ug . . .. 0.0.0.0. (D, 


Geometrisch gedeutet stellen die Gleichungen (I) bis (III) bekanntlich Punkte in Parallel- 
geradenkoordinaten dar'); das Wesentliche ist die Form der Gl. (I), da sie den Mechanis- 
mus der ganzen Äblesevorschrift darstellt. (Bei der allgemeinsten Form VI sind bekannt- 
lich (ID) und (III) gleichen Baues wie (I), was aber hier unwesentlich ist). 

Bei dem neuen Verfahren hingegen erfolgt die Zerfällung in der Form 


derart, daß bei der geometrischen Deutung Kurven (Parameterkurven) durch jede der 
Gleichungen dargestellt werden!). Es ist also diese zweite Darstellung allgemeiner, da 
sie den Punkt als Raumelement benutzt, während die M. d’Öcagnesche Theorie eine 
Kurve als solches benutzt, was bisher bloß für den Fall der Ebene, wo letztere als Gerade 
gewählt wurde, durchgeführt wurde. Hierbei bleibt also die Frage offen, ob auch auf 
anderen Flächen eine derartige Zuordnung möglich ist. Auch hier ist die Form der Gl. (I) 
von ausschlaggebender Bedeutung; sie werde daher in beiden Fällen mit der Bezeichnung 
»Grundgleichung« belegt. 

Es ist leicht ersichtlich, daß im Vorstehenden ebenso wie bei M d’Ocagne bloß 
die einfachste — und wichtigste — Art der Fluchtlinientafeln sowohl im allgemeinen, als 
auch im engeren Sinne behandelt wurde, nämlich jene, wo sich die Grundgleichung in 
eine lineare, allgemeiner trinomische Gleichung mit zwei Parametern spezialisiert. 
Während es aber in der Natur der Sache liegt, daß bei M. d’Ocagne — zumindest vor- 
läufig — bloß dieser Fall der Behandlung zugänglich ist, ist die allgemeinere Behand- 
lungsweise auf bereits bekannte Fälle anwendbar. In Abschnitt II wird dies an zwei 
Beispielen aus der Theorie der Gleichungen, die bisher bei den geometrischen Konstruk- 
tionen behandelt wurden, dargelegt werden. 

In »I« wurde die Theorie der Fluchtlinientafeln den »Geometrischen Transforma- 
tionen« zugerechnet; sie kann aber — vielleicht besser — auch der »Funktionalanalysise, 
oder auch der »Flächentheorie im Großen« oder, da es sich um eine eigenartige Ueber- 
deckung eines zweidimensionalen Gebildes handelt, der »Analysis situs (Topologie)«?) zu- 
geteilt werden. 

Die Theorie von M. d’OÖcagne wird von ihrem Urheber eigentlich (s. 0.) bloß 
auf die Formen I, Il, IV, ausschließlich angewendet (man vergleiche seine diesbezüglichen 
Ausführungen betreiiend Vorteile seines Verfahrens gegenüber der Theorie von R.Soreau 
an mehreren Stellen ®) — gleichzeitig mit M. d’Ocagne hat auch A. Adler) die Theorie 
der Fluchtlinientafeln behandelt; seine Arbeiten sind jedoch, da sie statt der Geraden- 
koordinaten im Nomographischen System solche im Kartesischen verwenden (nachJ.Plücker), 
in der Literatur — infolge der hierdurch auftretenden Umständlichkeiten — überhaupt nicht 
behandelt, auch in dem Enzvklopädieartikel von R. Mehmke (2) nur in einer Fußnote 


I) Ss. Fußnote 2 auf S. 405. — Vgl. hierzu H. Beck (1), S. 3, 80 ff., 90. 

?) Anm. bei der Korrektur: Vgl. hierzu I. Dejmek, Transformationen in nomographischer 
Darstellung. Diese Ztschr. Bd. 7 (1927) H. 2, S. 158. 

S.z.B. M.d’Ocagne (1), S. XII, S. 169. 

+) Die Arbeiten von A. Adler waren mir leider nicht zugänglich, sie können daher nicht aus- 
führlicher besprochen werden; nach R. Mehmke (3) benutzte auch dieser J. Plückersche Geraden- 
koordinaten unabhängig von A. Adler. (Fußnote auf S. 58) 
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Tabelle 1. 
Implizite (direkte) Theorie der zweidimensionalen Fluchtlinientafeln 
mit trinomischer Grundgleichung. 
Urheber 
= Koordinatensystem bzw. Abl 
Abbildung Punktkoordinaten Geradenkoordinaten esegerät 
(Coordonndes ponetuelles) | (Coordonnees tangentielles) 
lei 
lineare Gleichung heißt Gleichung der Geraden Glsiehung des 
Punktes 
Sonderfälle ') — Verfasser Gerade 
Gew. Maßstübe A. Adler R. Mehmke | Rechtwinkel- 
| Parallelschar kreuz 
Kartes. Sonderfälle ?) — Verfasser Gerade (Re- 
C. 
Koordin.- ax. (Rechenschieber) chenschieber) 
5 System Mehmkesche 
2 Log. Maßstäbe R. Mehmke — Verfasser Add.- u. Sub- 
trakt.-Kurve 
Sonst. Anwen!l. 
V.Li —V, 
Nomogr.-  Nomogr. Koord. M.d’Ocagne 1884 Gerade 
Koord.-Syst. Sonst. Anwend. 
Sonstige Koordin.-Systeme | 
ı 
= gespannter 
Faden 
- 
Kugelgroß- 
Kugel selbst Verfasser kreis (ge- 
= spannt. Faden) 
> Kreis durch 
& Inversion Sonderfälle”) — Verfasser Koordin,-Ur- 
Abbildung sprung 
auf die Ellipsen- 
Orthog. Pro). Verfasser büschel 
| Sonst. Abb. 
| gespannter 
Pseudosphäre selbst 
Poineare Sonderfälle') — Verfasser Kreis über 
X-Achse 
= 
E Abbildung inkel- 
3 auf die E. Beltrami Verfasser Rn 
Parallelen- 
Schar 
Sonst. Abh. 
© 
22 
Fluchtlinientafeln ?) | allgemeine im engeren Sinne 


!) Urheber unbekannt. 
2) Urheber unbekannt. S. 


F. Klein (1) (siehe »III«). 


S. O. Laemann (I), Fr. Sehilling (1) (siehe 


3) $S, R. Soreau (la), V. Läska-V. Hruska (1) (siehe »I«). 
#% N. Gercevanoffs Tafeln mit äquidistant. Punkten (siehe »III«). 


53) Es wird stets reelles 
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erwähnt. In prinzipieller Hinsicht wären sie natürlich ebenfalls ausführlicher zu be- 
handeln. Im Uebrigen verwendet H. Schwerdt (1) stellenweise die H. Plückersche 
Form der Geradenkoordinaten, ohne jedoch diesen Schritt zu motivieren und überhaupt 
die M. d’Ocagnesche Form zu erwähnen; die Theorie der Fluchtlinientafeln gibt er aus- 
schließlich nach R. Soreau; (explizite, konstruktive Theorie). 

Zur Orientierung in nachfolgendem Schema ist folgendes zu bemerken: 


1. Bezeichnet man in der Gleichung der Geraden 

Die Größen w und g als axiale Geradenkoordinaten''), so stellt sich das Ver- 
fahren von Ü. Runge als die Theorie der Fluchtlinientafeln in solchen dar; die ent- 
sprechende Theorie in Kartesischen Punktkoordinaten ist die in »I« behandelte » Umsetzung 
in Rechenschieberform«e. Es ist infolge Fehlens jeglicher Autorennamen bei ©. Runge (1) 


unmöglich, zu entscheiden, wer der Urheber dieser Tafeln ist; da sie sich jedoch bloß 
bei C. Runge vorfinden, wurden sie mit seinem Namen versehen. 


2. Da die Inversion als doppelte stereograpbische Projektion (von Nord. und Süd- 
pol aus) der Punkte einer Kugel gefunden werden kann, also eine Abbildung derselben 
darstellt, so wurden die diesbezüglichen Tafeln als zur Kugel gehörig dort eingereiht.?) 

Es läßt sich also die implizite (direkte) Theorie der zweidimensionalen Flucht- 
linientafela mit trinomiseher Grundgleichung in folgendes Schema bringen (vergl. Tabelle I 
auf S. 409). 

Dieser impliziten Theorie steht die explizite (indirekte, konstruktive) Theorie der 
»Beweglichen Ablesegeräte« gegenüber, die von R. Soreau-G. Pesci begründet wurde’). 
Es handelt sich hierbei um die Aufstellung der »Norm«, d.h. der Gleichung des Ab- 
lesegerätes in analytisch-geometrischer Form. Wie leicht ersichtlich, erhält man hin- 
reichende, aber keineswegs notwendige Bedingungsgleichungen. Dasselbe gilt für die 
Untersuchungen über Netztafeln, z. B. mit Kreis- und Geradenscharen u. ä. — Zu diesen 
beiden Theorien käme als elementare Vorstufe die in »IlI« erwähnte »Niedere Nomo- 
graphie«. 

In der untenstehenden Tabelle ist der gegenwärtige Stand dieser Theorie in großen 
Zügen gemäß der Einteilung von P. Luckey (4) an Hand der zugänglichen Literatur 
wiedergegeben. Dieselbe ist am ausführlichsten für die Fluchtlinientafeln mit geraden 
Ablesegeräten (Gerade, Rechtwinkelkreuz, Parallelenschar) bei R. Soreau (la), sowie in 
den meisten größeren deutschen Lehrbüchern (bei H. Schwerdt (1) wie schon erwähnt, 
fast ausschließlich, bei OÖ. ,aemann (1) mit der impliziten Theorie vermischt) wieder- 
gegeben. Sie hat den Vorzug, methodisch leichter und elementarerer Natur zu sein, in 
wissenschaftlicher Hinsicht ist diese Auffassung jedoch eher als Rückschritt zu bezeichnen. 


I, s. H. Wieleitner (1), Besondere Erzeugungsarten ebener Kurven (Kap. XXI in Pascal- 
Timerding la), S. 452. 


2) S. H. Liebmann in Pascal-Timerding (la). S. 42. 
3, Vergl. hierzu jedoch M. ®’Oecagne (1), S. XII: 


Tabelle II. 


Explizite (indirekte, konstruktive) Theorie der »Beweglichen 
Ablesegeräte«!). 


Allgemeine Ablesegeräte °) | Urheber | Ablesegerät 
Kartesische Punktkoordinaten Soreau-Pesci Gerade | Determinante von Massau 
Nomographische Punktkoordinaten Läska-Hruska Gerade ( Fl. Tafeln im engeren Sinne 
Kartesische Punktkoordinaten Beghin Soreau Rechtwinkelkreuz, Parallelenschar 
Punktkoortdinaten im Kartesischen | 2. Beliebige Achsenwinkel des 
Läska-Hruska 
und Nomographischen System Geradenkreuzes 
Kartesische Punktkoortlinaten Goedseels Allreemeine krumme Ablesegeräte 
> Gercevanoff Adler Tafeln mit äquidist. Punkten (Kreis) 
» Soreau-Läska-Hruska Kreis 
Dreieckskoordinaten Lallemand-Lacemann Hexagonal-(Dreiecks)-Tafeln 
Sonstige Koordinatensysteme Fürle Verschiedene Ablesegeräte 


', Vergl. hierzu iosbesondere M. d’Ocagne (1) (3) und P. Luckey (4) 


?) Parameterdarstellung der Leitern. 
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zu be- Noch: Tabelle Il. 
ersche — - ——— = 
rhaupt Besondere Ablesegeräte ?) Urheber Ablesegerät 
Br aus- 
Kartesische Ein Freiheitsgıad Gunter (Behebung) Eindimensionaler Rechenschieber 
Lallemand (Drehung) 
Mehmke-Margouli Zweidimensionale Rechenschieb 
raten und enmke- Margoulis- we ımenslionale Kechenschleber 
Polar- __Kretschmer- Luckey-Torres | (= Flächenschieber) 
u Drei Freiheitsgrade’) Torres- Lafay - Margoulis (Zwei Schiebungen, eine Drehung) 
e ent- 3) Sie ordnen sich der »allgemeinen morphologischen Theorie« von M. d’Ocagne unter. Verg!l. 
tzung zu dieser auch P. Luckey (2). 
ge(1) *) Anm. bei der Korr.: Vergl. h'erzu P. Luckey, Ueber graphische Rechentafeln mit einer frei 
ı bloß beweglichen Leiter. Diese Zeitschr Bd. 7 (1927), H. 2, S. 155. 
| Sid- Es möge noch in Kürze auf die Analogie zwischen »allgemeiner Nomographie« 
selben und der Theorie der Differentialgleichungen hingewiesen werden, wobei natürlich alles 
siht. 2) in großen Zügen zu nehmen ist. Während der erste — analytische — Teil der Einteilung 
ucht- der Differentialgleichungen nach Grad, Ordnung, Anzahl der (unabhängigen) Veränder- 
bee 1 lichen usw. entspricht, ist der geometrische Teil dem Integrationsgeschäft zu vergleichen. 
Ist nämlich eine gegebene Gleichung auf einen bestimmten Typ gebracht, so ist dieser 
ER nach bestimmten Gesetzen derart weiter zu zerfällen, daß seine geometrische Deutung 
rde’) möglich ist. Hierbei zeigt es sich, daß die Klassifikation hier schwieriger ist als die 
a Ab- »Exekutive«. Es ist dann weiter bezüglich der Tragweite die implizite Theorie der 
Fluchtlinientafeln der Integration durch Potenzreihen, die indirekte, explizite jener durch 
@Quadraturen zu vergleichen. 
Sand Wie aus den beiden Tabellen ersichtlich, sind beide Begründungsarten der Theorie 
Bis. der Fluchtlinientafeln bzw. der »beweglichen Ablesegeräte« gegeneinander scharf ab- 
grenzbar und haben beide ihre Vor- und Nachteile. Durch diese scharfe Trennung ist 
Sn es aber nicht nur ermöglicht, beiden Theorien leichter gerecht zu werden, so daß — wie 
hin es vorkommt — nicht mehr wichtige Teile ganz kurz bzw. bloß in Fußnoten erledigt 
en werden, sondern sie dürfte bei einer axiomatischen Theorie der Fluchtlinientafeln geradezu 
iu iu unerläßlich sein. Eine solche Aufstellung von Axiomsystemen wäre erst das wahre 
»couronnement de l’Eedifice«. 
‚ähnt, 
ieder- Abschnitt II: Einige Anwendungen. 
u A. Beziehungen zwischen drei Veränderlichen. «. Fluchtlinientafeln. 
Kanonische Form I: Als Bei- 
scal- spiel werde die bekannte Multiplika- 51 
tionstafel A B—= C wiedergewählt (siehe A 8 
Abb. 4). 4. | 
3- 
r-2 
704 +700 +70 
ssau 5 30 15 -2 7 72 int 
char j 
es 3 Er 
1 -2 
räte 13 
7 l | 7 A B 


| 
| 
Abb. 4. Abb, 5. 
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Kanonische Form Il: Auch hier werde dieses Beispiel in der Form A - = B' 
wiedergewählt. Mit fı — ergibt sich Abb. 5. 


Kanonische Form IV: Als 1. Beispiel werde die quadratische Gleichung 
z2’+-az-+-b=0 gewählt; es besitzt historisches Interesse, da es M. d’Ocagne als erstes 
Beispiel seiner Theorie veröffentlichte. 


— ergibt sich als 
z 
Gl.d.L.K.: p’w=gm’ . . . (A) 
also die bekannte Hyperbe). Abb. 6 — 1) zeigt den Falla— 3, b=2, 


21,2—= 1,2. Sie ist mit den von M. d’Ocagne und R. Soreau gegebenen Tafeln völlig 
identisch; es wurde, wie dort, nur die eine Art der Hyperbel gezeichnet; bei der Be- 


rechnung der zweiten Wurzel ist wie üblich vorzugehen, d.h. 2—= — z zu setzen. 


Das 2. Beispiel betrifit die quadratische Gleichung al +bz=1. V.Läska- 
V. Hruska (1) behandeln in Nr. 48 ihres Buches (Einige Fluchtlinientafeln in nomo- 
graphischen Koordinaten) einige Beispiele nach der expliziten Theorie in nomographischen 
Punktkoordinaten (s. o.), indem sie die Bedingungsdeterminante spezialisieren, ganz so, 
wie es im Falle kartesischer Punktkoordinaten bei R. Soreau u.a. geschieht. Es möge 
das vorliegende dort behandelte Beispiel hier ebenfalls gewählt werden, wobei sich die 
vollkommene Uebereinstimmung mit der von diesen Autoren erhaltenen Tafel ergeben 


wird. Wird gesetzt 27' — — so erhält man als 
p 
G1.d. A.G.: 
p 4 
Gl. d. A.K.: .... MM), 
erfolgt. Abb. 7 zeigt das Beispiel = b= :2ı,3 1,2'). 
d 
Z?razrb=-o 
F 
2- 
07 
sie 
-/ —- 
H--2 
-3- 
- 4 
-5- 
-6- 
Abb. 6. Abb. 7. 


') Vergl. hierzu die Bemerkung bei V, Laska-V. Hruska (1), ihre Hinweise auf A. Adler (1), 
S, 175, ferner B. M. Konorski (1), S. 47. 
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- B-! Kanonische Form IV: Als Beispiel diene wieder die in »I« behandelte Formel 
— D 608 © + (0 — cos Bar ne, 
hung | Es ergibt sich als 
1-+.a? I +.a? 
a 
Gl. d. E.K.: 
deren Bez.: p=®e, p=-—-008%. . 2 2.2.0. M. 
i In Abb. 8 ist das Beispiel »© = 0, o = 0,25 durchgeführt; es ergibt sich aı,a = 0,5, 1. 
Als Anwendungsbeispiel für die Tafeln im Kreistangenten-Koordinatensystem werde 
die Multiplikationstafel in der Form = gewählt!) Es ist h =1, 
=2, hs — dann ist mit S=-ay, 
öllig | 
die Gl. d. E.K.: 
deren Bez. nach: zy=—4 (h=A, 4=B) ertolgt. 
| Als Gl. d. L.K. ergibt sich: C= x + y, cy=0, d.h. r=p. 
an, Die tatsächliche Konstruktion der E.K. erfolgt durch den Schnitt der beiden 
Geradensvsteme 
so, zy—=N\{ bzw. und -+y={[ Hilfsgröße). 
2 
= Da für die beiden Fälle und p =r | ist, so folgt pp = +“, 
»ben 


d.h. die Werte + A;— 4; liegen auf demselben {-Strahl auf parallelen Geraden, deren 
Abstände in Inversionsbeziehung zum Kreis stehen. Die Gl. der E.K. in dem in Abb. o 


angedeuteten Kartesischen System x, y ergibt sich aus den beiden Gleichungen 


4 
= — und 

| -pcosw /@-cos w) 

| 

| 

Abb. 49. 
Die Elimination von { ergibt nach leichter Rechnung ? ey — (2r—x)’, also eine 

Hyperbel; die Asymptoten sind die y-Achse und die Gerade y_ _— 2r in dem obigen 

(1), Kartesischen System. In Abb. 9 ist bloß der eine Ast der Hyperbel eingetragen. Wird 


Vgl. hierzu »I« und »II«. Es ist y=o, in dem Vorstehenden'! 


414 Fischer, Verfahren zum Entwerfen von graphischen Rechentafeln Math. an 


\ . . . r 
in Gl.(a) des 1. Beispiels bei Form IV, m = u = n —=r gesetzt, so sieht man, daß die 
beiden Hyperbeln identisch sind; in der Tat stellt die Abb. 9 nichts anderes als die etwas 
veränderte Abb. 6 dar (daselbst ist dann z durch —z zu ersetzen), bei der die «a-Leiter 
weggelassen ist, da bloß die Beziehung zı 23 =b benutzt wird. 

Kanonische Form V.: Es werde wieder das Beispiel von H. Schwerdt (1) 


cos A— cos B 


-te CR — (C—-A+B 
5 sin A— sin B 
gewählt; es ist dann die 
Die E.K.N. ist die g-Achse, wo tg //2 nach unten (4a — — iı = 1) aufzutragen ist. 
2 L..K. und E.K.M. liegen auf der Parabel 
270 9—0— 28 (Siehe Abb. 10; daselbst ist 
A=15, B= 60). 
A 5 
2 
0360 
N 
N N 
30 F | 
| 
| Y 
60 
75 | 
| 
ı 
+ 
054 
780 
[RArrı7Z 10] Zu] 
Abb. 10. Abb. 11. 


?) Allgemeine "Tafelformen. 


1. Umsetzung von S$Strahlentafeln in Doppelstrahlentafeln. In seinem Werk 
behandelt H. Schwerdt (1) die Doppelstrahlentafeln in der Weise, daß er sie durch 
projektive Umformung aus den Strahlentafeln hervorgehen läßt. Im S 51') weist er aber 
ausdrücklich auf die Möglichkeit des direkten Entwurfs von Doppelstrahlentafeln in einem 
System hin, dessen Koordinatenlinien durch die Strahlen der beiden Büschel gebildet 
werden. Wie leieht ersichtlich, erfüllt das System der nomographischen Punktkoordinaten 
diesen Zweck; es sollen daher einige Anwendungen dieses Systems gegeben werden. 

@) Chenevier-Doppelstrahlentafel. Die stellt 
die Gleichnng «" 5" = y" im System y= Ay", 2 = «', z=4P" dar; setztmanz=p,y=q, 
so entsteht mit n — 1, 4—= 1 die in Abb. 11 dargestellte Tafel 0. Ebenso könnte die 
Fürle Urcpin- Tafel in einer Doppelstrahlentafel umgesetzt werden, 


Gegenstück der L. Lalanne- Tafel für die quadratische Gleichung 2°—+ az 


+5b= 0 in nomographischen Punktkoordinaten. Setzt man a=1/p, b*1/q, so erhält 
man als Gleichung der z-Schar in dem Kartesischen Hilfssystem 
—1 1 
— 3 also Geraden (s. Abb. 12). 
z z 
S 249, 
H, Schwerdt (1), S. 109, (s, »I«), 
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y) Andere Tafel für die quadratische Gleichung. Wie in »Ill« gezeigt 
wurde, ist die von H. Schwerdt (1) gegebene, aus der L. Lalanne-Tafel hervorgehende 
Kreistangententafel eine Vereinigung zweier solcher Tafeln und zwar gemäß den Glei- 
chungen z+y=-—.a, zy=b. 

Im Folgenden sollen diese Gleichungen 
in nomographischen Punktkoordinaten gedeutet 
werden, also 2=p, y==q gesetzt werden; wie 
V. Läska V. Hruska (1) näher besprechen, 
sind dann durch obige Gleichungen Kegel- 
schnitte dargestellt, was leicht nachgerechnet 


werden kann. Nach Einführung von S=[+ 
erhält man: 


z’vazrb=-o 
a=-70 VE 
-70 
N 
\ 
Abb. 12. Abb 13. 
) — al? : Parabel, 
\2 2 
| b>0 Ellipse 
b <0 Hvperbel. 
A Durch den Schnitt beider Kurven ist die Gerade z bestimmt; es ergeben sich die 


Wurzeln 2,,; auf der p-Achse. (Siehe Abb. 15.) 


ö) Schließlich soll noch für das Beispiel der »Böschungsmauern« (siehe »I« 
und »IlI«) eine Doppelstrahlentafel gegeben werden. Geht man von folgendem System aus: 


cos” 


(G1.d. A. G.: — uUCos Psinp—+v (1) 
wobei p durch z ersetzt wurde und setzt 1 = — ‚m ‚so erhält man als 
q p 
Gl. d. A. G.: ; 
q 3p 
+1 


(S. Abb. 14.) 

2. Im Anschlusse an dieses Beispiel werde die Tafel hergeleitet, die R. Soreau 
(la) als Anwendungsbeispiel der Tafeln mit Rechtwinkelkreuz mit geführtem Scheitel gibt. 
Schreibt man die Ausgangsgleichung in der gleichwertigen Form (s. »11«) 


3K’(ı 0, 


or 


| 
ist. Fa \ 
20 
'erk 
‚ber | 
ı1em 
Idet 
ten 
ellt 
die 
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so ergibt sich nach leichter Rechnung als 


Gl. d. A.-Fadens: + (x .) (D 


Abb. 15 gibt die mit R. Soreaus abaqyue 82 


völlig identische Tafel. 


7 | 


N 
| (RA771715]| 


Abb. 14. Abb. 15. 


B. Beziehungen zwischen mehr als drei Veränderlichen. 
Mehrfache Fluchten. 
a) Kanonische Form fi+fs = A + fi. Als Beispiel diene die Gleichung 
durch die Zerfällung in die Teilsysteme AB?—= erhält man 
I. Teilsystem: wel, 
>, Teilsvstem: Träger für © und D mit A bezw. B zusammenfallend. In Abb. 16 ist der 


Fall A=3, B=9, C=1, D=3 eingezeichnet. 
A 


b) Kanonische Form fifa =fs fi. Als Beispiel diene die Gleichung D = 5 RB. 
Die Zerfällung werde in der Form CD= AB-—{ vorgenommen. 
I. Teilsystem: AB=[, B- " 
v 
2. Teilsystem: C= Gl.d.L.K:C=g(ll), p=1 (MW). 
v® 


In Abb. 17 ist der Fall A=5, B=1, C— 2,5, D=2 eingetragen. 


e) Kanonische Form Ay + fa = fi a + fi. Als Beispiel diene die Bazinsche 
Formel (s. »II«) 


y 


Es erfolge die Zerfällung in die beiden Teilsysteme: 


1 
„W+l=0, + 


87 


I. Teilsvstem: 
KU 


02030% 
| 20 
os 
/ 
1% 
| 04 | 
| | 
48 "3 059% 
| 
| 
% \ 
\ | ® 
NN 
\ \ | o 
\ N 
NN | 
NN 
N) 
N 
| 
4 
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D= 3 
2 |A Schlüssel: 
.. 446 AB 
Schiussel. 
700 
RN 
407 N & 
30- & 4 3\ 
N % N 
N 
3 
70 - -70 
r2 72 
| „rad 7 2} 
57 eg” -5 
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wobei k ein willkürlicher Faktor ist, der aus Zweckmäßigkeitsgründen eingeführt wurde 
(im vorliegenden Fall ist k= 10 gewählt). 


87 u A 
Wird = gesetzt, so ist mt v= 1, u= 
KU vw p q 
VJ + 1 
die Gl. d. A. G.: 
p q 
die Gl. d. L.K.: 
deren Bez. nach: (IL). 
“U q 
2. Teilsystem: Es ergibt sich (s. »Il«) als 
p q 
deren Bez. nach: 


erfolgt. In Abb. 18 ist der Fall 0,5, k=4, J= 0,005, U = 10 eingezeichnet. Die 
Tafel ist infolge System 1 von der von M. d’Ocagne gegebenen verschieden '); daselbst 
ist statt des Kreises eine Ellipse. 


Hierfür werde die Gleichung 


d) Kanonische Form 


2 
vertafelt. (Vgl. hierzu »1I«). 
Zerfällung in zwei Teilsysteme nach Multiplikation beider Seiten mit Vs: 


1. Vsva+ Vsta, 2. 


) S.M. d’Ocagne (1), S. 2852, R. Soreau (la), abaque 62. 


| 
| 
u | 
hung 
t der 
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I. Teilsystem (Kanonische Form IV): 


Es ergibt sich mit = — w=1 als 
Gl. d. E.K.: pP’=q 
deren Bez. nach fi — —b, f = (l") erfolgt. 
Als Gl. d. L.K.: p? 
’ deren Bez. nach p=d (Ill) erfolgt. 
7 
[RA7712 19] 
18. Ahb. 19. 
2. Teilsystem (Kanonische Form II durch Spezialisierung von IV): 
Vys 
Es ergibt sich als 
Gl.d. E.K. 
deren Bezug nach fi = s, a erfolgt. 
Als Gl. d. L.K.: 
deren Bez. nach 9— — V |s erfolgt (III). 


Abb. 19 zeigt den Falldb—4, d=3, s=05:V=0,8. 


?) Tafeln mit Doppelkotenpunkten. 


I. Als Beispiel diene die wiederholt behandelte Beziehung 


Ö v+ 


Es ergibt sich als 
Gl. d. A.G.: 
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(II) 


(T) 


(I) 


1), 
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oder mit = 1: 


Gl.d. L.K.: (ID, 
und deren Bez.: 20=—g(1—1/p) AM), ((+20)I+7=1, 
(T) in vollkommener Uebereinstimmung mit H. 
Schwerdt (1) (Abb. 20). 
(II) 2. Hierzu gehörig ist auch die Tafel F "7 N 
| 


von Ganguillet-Kutter, für die in der 
Literatur bloß die Tafel mit senkrechten Trä- 
gern gegeben wird, während jene mit par- 
allelen Trägern fehlt. Eine solche ließe sich 
auf Grund des Vorstehenden aus der ersteren 
leicht herleiten; da sie jedoch nur einen be- 
schränkten Geltungsbereich hätte, werde von 
ihrer Konstruktion abgesehen. 


y) Fluchtlinientafeln für die vollständige 
Gleichung dritten und reduzierten Gleichung 
vierten Grades. 


Wie im Vorstehenden dargelegt, ist 
die implizite Theorie der Fluchtlinientafeln 
durch die Zuordnungsbeziehung und nicht 
durch die Ablesevorschrift charakterisiert. 
Unter diesem Gesichtspunkt können die von 
A. Adler (1)') gegebenen graphischen Auf- 
lösungsverfahren in Fluchtlinientafeln umge- 
staltet werden. Ahb. 20. 


a) 
Man erhält als 
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Gl. d. A.-Hvperbel: 
deren Bez. nach: (IIT) 
erfolgt. Als Ablesekurve ist jene aus der Schar der gleichseitigen Hyperbeln mit dem 
Mittelpunktskoordinaten (— a, — b) zu entnehmen, die durch den Punkt y — — e/a auf 
der Y-Achse hindurchgeht (Für c—=0 ergibt sich ein Sonderfall des in »I« erwähnten 
Allgemeinfalles). 


b) z+az’+bz+c=0. Um das Ergebnis A. Adlers im Wesen wiederzu- 
erbalten, ist zu schreiben: 


z!+2?+(a— 1)z+bz+c=0. Man erhält als 


G1. d. A.-Kreises: +by+ce=0. .. 0.0.0.0. lD, 
deren Bez. erfolgt nach: 

Als Ablesekurve ergibt sich also der Kreis mit den Mittelpunktskoordinaten 


und dem Radius r, der aus der leicht zu konstruierenden Beziehung 


a — 11? b\? 
2 2 


hervorgeht. Wie ersichtlich, erhält man für e — 0 den bereits in »Il« erledigten Fall der 
kubischen Gleichung ’). 771 


Göding (Mähren), im Januar 1927. 


I) A. Adler (1), Theorie der geometrischen Konstruktionen, Leipzig 1906. S. 251. 
?2) S, hierzu auch V. Läska—V. Hruska (1), S. 105. 


17 F 7,5 
| 
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KLEINE MITTEILUNGEN 


Zur Theorie der successiven Newton- 
schen Annäherungen. Bekanntlich konver- 
das Newtlonsche Näherungsverfahren 
zur Bestimmung der Wurzel einer Gleichung 
bei geeigneten Bedingungen) sehr schnell gewen 
diese Wurzel. Die Rechnung kann schon nach 
wenigen Schritten ein Resultat geben, das sich 
außerst wenig von dem exakten Wert der 
Wurzel unterscheidet Um eine Fehlerab 
schältzung zu gewinnen, wird man gewöhn- 
lich außer den Newtonschen Annäherungen 
noch die von Fourier rechnen müssen!) 

Die vorliegende kleine Arbeit hat das Ziel. 
eine einfache und unmittelbare Schätzung des 
Fehlers der Newlonschen Annäherungen zu 
geben für den Fall, daß der Fehler der An- 
fangsannäherung genügend klein ist Dabei 
wird niehts über das Vorzeichen der zweiten 
\bleitung vorausgesetzt 

Salz. Es sei f(x) eine zweimal 
stetig differenzierbare Funktion in 
mıl folgenden Eigenschaf 
ten: 1. sie hal eine Wurzel ı, in (a.b\: 


2. in (a—d, ist O<m<fl)<M, 
f" (x) M. Sei ferner z eine positive 
Zahl, die kleiner als Min G .—) ist, 
wobei (= „ Ist Wenn dann eine 
2m‘ 

Zahl a der Ungleichung 


genügt, so liegen die Newtonschen 
Annäherungen 


( f (a) f(a'‘) ) 


alle in (a-d,b-+0) und genügen den 


Ungleichungen 
1 (ı\?" 
2)? ( ) 
(n=0,1,2...). 
Beweis. Aus folgt, daß a in (a — 6, 
b + 0) liegt. 
Wenn a< ist, so ist a>a. 
Ferner ist 


(a) 
— 


al") rol < 


— (ro — a) 


f \a) 
(£9) 
f (a) m 
M 


!) Ueber successive Newtonsche und Fourier- 
sche Annäherungen siehe H. Weber, L.ehr- 
buch der Algebra, Bd. I (Braunschweig, 1912), 
S. 376, 8 117. 
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also wegen 


| m (m\?] 
e< Min (5, Min SM | 
m Mm 
Min (5, ) 
M M 


ist « — Daher liegt in (a—6, +6) 
(denn 

Wenn a>n ist, so ist FW) >0, 
Ferner ist 


f'(a) 
_| (&3—a)f”($,) 
= (a—XTo) — 10) 
f (a) | f (a) 
= (do < & < a) 
m m 


also ist 2, — a’ Daher liegt «' in (a—6, 
b +0) (denn au —- <a <a<b-+0). 

Wenn so ist folglich liegt 
« in (a-d, b+2). 

Es ist also bewiesen, daß in b-+6) 
liegt. 

Jetzt darf man schreiben 


/(a’)=f(a) + (a’ - 


f"(&) f(a) 1? f” (&,) 


& zwischen «, «, #; zwischen r,, «), 
folglich ist 
MM , 
< m? 2 2m? 
also, wegen 
(a)=/ (a) —- = (a — (Er) 
(£ zwischen «') 


r(a') 
a — >= 
ist 
a? M 
2 m? 
Weil nun 
1 1 


Ce<C = — 
2 
ist, so ist 
1 1 Y 
— (Ce)? < 
C 


woraus folgt, daß «' analogen Bedingungen 
genügt wie «; man muß nur statt e ('e? neh- 
men, Damit ist bewiesen, daß alle 

in (a6, 5+6) liegen und sich von ru weni- 
ger als um 
unterscheiden. 

S 2. Sei n irgendeine positive Zahl, die 
kleiner als & ist. Aus dem bewiesenen Satze 


2 
a, 
m 
— a) (5 ı) 
f \a 
a) | (&,) 


anzew. 
| Mech. 


"(E-) 


gen 
jeh- 


ıni- 


tze 
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folgt, daß der Fehler der nten Näherung 
gewiß kleiner sein wird als n, wenn 


1 1 
log log r — log log — 


log 2 
ist, und jedenfalls, wenn 


1 
log log - - — log log 2 
n 

log 2 

ist. 
$ 3. Wir wollen jetzt unsern Satz auf die 

Gleichung x — Ag (x) =0 anwenden, wo 9 (x) 
eine zweimal stetig differenzierbare Funktion 
in (—b, b)') ist. In (—b, b) sei |p (x) 
(2) — Mı, My. Setzt man b=a-+td, 


a>0,6>0, so hat für A < = die betrach- 


To 
tete Gleichung eine Wurzel m, in (—a, a) 
(denn 
a 


Ms 


Mo 
1 
—=0(0) und für j4 <z ist die Ableitung der 


) 

linken Seite positiv in (—5, 5) (denn 1—/y’(w) 

M=0). Die Bedin- 


gungen des Satzes von $S 1 sind also erfüllt, 
wenn 


1 
<Min ( = ) 
M, Mı 
ist, und dann ist 
2(1 — A| m)? 
Nimmt man noch 
1 1 
), 
Mo 2M, Ma 
so kann man 


b 
setzen. Setzt man endlich 7; 50 sind 


wir imstande, folgenden Satz zu formulieren: 


Satz 2. Es sei (x) eine zweimal 
stetig differenzierbare Funktion in 
(—b, b) und es sei in diesem Intervall 
y(z)=M, pP (a) Setzen 
wir weiter voraus, daß 


4 
Mu 2M, My 


e<Min(, 

2 18 

ist. Dann besitzt die Gleichung 


b 
). die erste 


Ableitung der linken Seite ist positiv 


h 
eine Wurzel m in (- a 


I) 
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in (—b, 5) und, wenn eine Zahla der 
Ungleichung 

* € 
genügt, so liegen die Newtonschen An- 
näherungen 


2 


alle in (—Ö, 5) und genügen den Un- 
gleichungen 
1 
al”) — <— ( ) 
9 9 2 
(n=0,1,2,...). 


S 4, Der Satz von S I enthielt keine Vor- 
aussetzung über das Vorzeichen der zweiten 
Ableitung. Setzt man nun voraus, daß 
und a>m ist, ist a > m, 
denn 


a — = 
r'(a) 
( = E ) 
f (a) f (a) 
(a>&> ro). 


Diese Bemerkung zeigt, daß die Unter- 
suchung darüber, daß die Zahl «' in (a — 0, 
b + 0) liegt, bei Hinzunahme der neuen Vor- 
aussetzung unnötig wird, und der Satz von 
Ss 1 kann dann einfacher formuliert werden: 


Satz 1a. Es sei f(x) eine zweimal 
stetig differenzierbare Funktion in 
(a, 6b) mit folgenden Eigenschaften: 
1. sie hat eine Wurzel m in (a,d); 2. in 
(a, db) st O<m<f (EM 
Wenn dann eine Zahl « in (a,b) liegt, 
und der Ungleichung «> genügt, so 
liegen die Newtonschen Annäherungen 
a,@e, a", .... allein (a,d) und genügen 
den Ungleichungen a>a>«a'>...> 1. 
Ist außerdem 

a — WE, 
wobei e irgendeine positive Zahl ist, 
so gelten die Ungleichungen 


1 n 
— = 2)? n= 0, 2, .) 
wobei (= 
2 m? 


Diese letzte Ungleichung ist nur für # - 
von Wert. 
Aus diesem Satze folgt nicht, daß a’ 


1 
wenn a — 20 r- ist. In diesem Falle er- 


kennt man die Konvergenz folgendermaßen: 
wäre «["/->A>xz, so wären alle 


') 


a) 


(A 
größer als die positive Zahl "2, was unmög- 
lich ist. M 


Ganz analog kann der Fall /"(x)<0, a <a, 
betrachtet werden. 


Twer, den 9. Januar 1929. 991 
P.Romanowsky. 
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Ueber die Lösung der partiellen Diffe- 
rentialgleichung Ju(r,y) =/(x,y). Die Be- 
stimmung einer Funktion u(x,y). die in dem 
gegebenen Gebiete PB die partielle Differential- 
sleichung 

4 
befriedigt und auf der Berandung C von B die 
vorgeschriebenen Werte at) annimmt, geschieht 
falls stetig differentiierbar ist 
üblicherweise auf dem folgenden Wege: 


u wird gleich u, + us gesetzt, wobei 


u, (2, y) //\n (y—n)? (E,n)d&dn 

B (2) 
ist, und u diejenige Funktion bedeutet, die in 
BR die Gleichung Au, 0 befriedigt und auf € 
die Werte u — u, annimmt. 

\it der numerischen Bestimmung einer har- 
monischen Funktion, die auf dem Rande vor- 
geschriebene Werte annimmt. hat man sich 
schon mehrfach beschäftigt. Für eine Reihe 
von Gebieten gibt es dafür praktisch brauch- 
bare Verfahren. 

Die Auswerlung des Integrals (2) bielel da- 
segen solche  rechnerischen Schwierigkeiten. 
daß man gezwungen ist, für die konkrete 
Durchführung zu anderen Verfahren zu greifen. 

Im folgenden soll, unter der Voraussetzung, 
daß /Ca,y) viermal stetig differenzierbar ist. 
ein Verfahren zur Lösung unserer Aufgabe an- 
veseben werden. 

Wir können voraussetzen, daß ganz im 
Innern eines Quadrates Q von der Seitenlänge 
> liegt Es bietet keine Schwierigkeiten, 
fix.y) in (0 DB) derart fortzusetzen, 


(@-8) 


) f 
Abb. 1. 


I. daß fix,y) in Q viermal stetig differen- 
zierbar bleibt, 

2. daß fix,y) auf der Geraden E,F, die 
sleichen Werte wie auf E,E, und auf E,E, die 


I) Die überstrichenen Buchstaben bedeuten die 
Werte, die die betreffende Funktion auf dem Rand © 
annimmt. 
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gleichen Werte wie auf E,E3 annimmt (vgl 
Abb. 1). 
fix.y) kann man dann in Q in der Form 


n= 
! [anm cosnxcosmy 
n—=0 m=0( 
+ Cnmeosnzsinmy—+ bumsinnzcosmy 
+ damsinnzsinmy)?) ........() 


darstellen. 
Die lösung u unserer Aufgabe setzt sich 


dann wiederum aus zwei Funktionen zu- 
sammen: 


wobei 


a0 (a? + y?) 
08 1 


2 2’ [Anm 608 nz my 


n=0 m=(0 n? + am 
—+ Cam eosnzsin my + bum cos my 
+ dumsinnzsinmy) 


bedeutet, und diejenige in regulär har- 
monische Funktion ist, die auf © die Werte 
— u,* annimmt. 

Die Berechnung der Koeffizienten anm, Dnms 
Cam; Anm geschieht praktisch am einfachsten 
mit Hilfe eines harmonischen Analysators. 


| 
| | 
n 
Abh. 


Wir teilen das Quadrat 0 dureh vertikale 
(weraden ıin n gleiche Teile (vgl. Abb. 2) und 


k 
entwickeln / ( v). worin gleich 0, 1,2... 
n 2n 


(n—1) gesetzt wird, in eine Fourierreihe: 


v) - An cos my 
+ Ba () sin my| | 


n= 
2) Das Zeichen ' bei ! X’ bedeutet, daß das 
n—0 m=0 
Glied n=0, m=0 von der Summation ausge- 
schlossen ist. 


angew, 
d Mech, 


| (vol 


my 


my 
(3) 


sich 


. (4), 


(5) 


har- 
Werte 


] In my 
Jısten 


und 


eihe: 


das 
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Nunmehr tragen wir die Werte der 1m ( 
pP n 


hen Bin ( ) für jedes feste m als Ordinate 
n 


k 
von auf und verbinden die Endpunkte 
n 


durch eine stelige Kurve miteinander (vgl. 
Abb. 3). Wir erhalten auf diese Weise die 


A 

|RA6Z,»] 
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Kurven Au(xz) bzw. Bul2) 2,3....), 


die wir wieder mit Hilfe des harmonischen 
Analysators in die Fourierreihen 


= [anmeosnz + bunmsinntz] 

(7) 
= [Cam cosnz + dam sinn] 


entwickeln. 


In der Regel wird die Lösung der Aufgabe 
nieht in der Form (4) gesucht, sondern es 
wird nach den Werten von (4) in einer grö- 
Beren Anzahl von Punkten x,y gefragt. Die 
unmttelbare Auswertung von (5) führt auf 
sehr umfangreiche Rechnungen. Man kann sich 
in diesem Falle auf zweierlei Weise helfen. 

1. Man benutzt die sinx® sin y-, sinx cos J-., 
cosx cos v-Koordinatenpapieret). Um 
sinnx® sinmy für eine Anzahl von Werten von 
x,y zu erhalten, genügt es offenbar, auf der 
Abszisse NM den Wert von amn Zleich Strecke 
PT (vgl. Abb. 4) aufzulragen und die Punkte T 
und O durch eine Gerade TT’ zu verbinden. 
Die Abszisse LS, die zu der Ordinate sin mx 
sinmy gehört, liefert uns den Wert von amn 
sinnx® sin my. 


') Um sinr siny-Koordinatenpapier herzustellen, 


kz ly 
berechnet man die Werte von sin -- sin 
n n 


1,2,...n—1), 
und trägt sie der Größe nach geordnet als Abs- 
zissen auf. Durch diese Punkte zieht man dann 
die horizontalen Geraden (vergl. Abb. 4). 
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sin sin} N M 


— 


sing 


sn 


Abb. 4. 


2. Man kann die besprochene Aufgabe der 
Auswertung von (3) offenbar auf die Auswer- 
tung von einfachen Fourierreihen I««„cos nx 
+ Busin ne) reduzieren. «„ cos ne und sin rue 
lassen sich bequem unter Verwendung von 
cos x- und sinx-Koordinatenpapier, ähnlich wie 
unter 1. beschrieben, berechnen. 

Berlin. Stefan Bergmann. 


Die Konstruktion der in der Getriebe- 
lehre benutzten Mittelpunktkurven. In der 
Synthese der ebenen Gelenkmechanismen t) ist 
es bei einigen zeichnerischen Verfahren not- 
wendig, die sogenannte »Mittelpunktkurve« auf- 
zuzeichnen, d.h. den geometrischen Ort aller 
derjenigen Punkte, die  Mittelpunkte von 
Kreisen durch vier einander entsprechende 
Punkte von vier endlich verschiedenen kom- 
planen Lagen einer Ebene sind. Ein Verfahren 
zur zeichnerischen Ermittlung der Mittelpunkt- 
kurve hat Burmester?) angegeben. Er geht 
von den sechs Polen pP», 
aus, die sich bei vier Lagen einer Ebene er- 
veben. Die Punkte der Mittelpunktkurve haben 
die Eigenschaft, daß von ihnen aus je zwei 
der sechs Pole unter gleichen Winkeln erschei- 
nen, Diese Eigenschaft wird zur zeichneri- 
schen Konstruktion der Mittelpunktkurve be- 
nutzt. 

Burmester verwendet hierzu vier der 
sechs Pole und zwar zwei Paar Gegenpole. 
z.B. Pı2, (Abb. 1). Diese vier 
Punkte bilden ein Vierseit, bei dem die Um- 
kreise der vier Dreiecke sich in einem Punkte 
I’ schneiden. Die Halbierungspunkte der Dia- 

I) H. Alt, Zur Synthese der ebenen Mechanis- 
men. Diese Zeitschr., Bd. 1 (1921), S. 373 bis 398. 

2) L. Burmester, Lehrbuch der Kinematik, 
1888, S. 614 bis 619. 
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\ der Beschleunizungsvekloren von P!2 bezw. 

\ so ist der oben definierte Punkt 7’der Be- 

\ schleunigungspol der komplan bewegten Ebene 
| In Abb. 2 ist ? der Momentanpol einer ebenen 


(RAssr7 


gonalen des Vierseils liegen auf einer Geraden 
Nach der Burmesterschen Konstruktion 
ergeben sich die Punkle der Mittelpunktkurve 
als Schniltpunkte eines Strahlenbündels mit 
dem Zentrum 7’ und eines Kreisbüschels mil 
der Zentralen £, wobei die Strahlen durch die 
Mittelpunkte der ihnen entsprechenden Kreise 
sehen. Insbesondere bei der Behandlung prak- 
tischer Aufgaben zeigt es sich, daß die Bur- 
mestersche Konstruktion sehr umständlich 
und häufig ungenau ist. Die Genauigkeit der 
Burmesterschen Konstruktion sich 
elwas verbessern, und zwar dadurch, daß man 
den Punkt 7% der sehr genau ermittelt werden 
muß, rechnerisch nachprüft. Auch kann man 
ihn zeichnerisch noch einfacher finden, als 
Burmester angibt. indem man eine von 
Marx!) für die Konstruktion des Beschleuni- 
sungspoles einer bewegten Ebene ohne Beweis 
angegebene Konstruktion benutzt. Diese Kon- 
struktion wird im folgenden zugleich mil einen 
Beweis angegeben. 

Betrachtet man in Abb. I die Punkte Pl und 
PS als zwei Punkle einer komplan bewegten 
Ebene und bezw. als die Endpunkte 


A bb. 


') @. Marx, Taschenbuch »Hütte«, 25. Auflage, 
1926, 301. 


Bewegung, W der Wendepol, k, und ks sind 
die beiden Bresseschen Kreise, ihr Schnitt- 
punkt 7’ ist der Beschleunigungspol. Zwei be- 
liebige Punkte A, und As der bewegten Ebene, 
die von T’ um r, bezw. rs entfernt sind, haben 
die Beschleunigungen D, A,B,, bs=AsB,, 
ist. Hierin ist © die Winkelgeschwindigkeit 
und e die Winkelbeschleunigung der bewegten 
bene. Dabei sind die Winkel 


T= BB WPT=». 


Trägt man in Bs den Vektor —b, =B,( 
an, so sind die beiden Dreiecke A;B,€ und 
Aa einander ähnlich, da sie in dem Sei- 
tenverhältnis r,:ro=b,:b, übereinstimmen 
und je zwei entsprechende Seiten gleiche Win- 
kel @ mileinander einschließen. Daraus folgt, 
daß auch die drilten Seiten A,C und A»A, der 
beiden ähnlichen Dreiecke den gleichen Win- 
kel ı» mileinander bilden. Auf diesem Ergeb- 
nis beruht die von Marx angegebene Kon- 
struktion des Beschleunigungspoles, die im 
vorliegenden Falle zu folgender Konstruktion 
des in Abb. 1 angegebenen Punktes 7° führt 
(Abb. 3). 
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Abb. 3. 


Man findet einen Punkt € als vierten Eck- 
punkt des Parallelogramms PB Den 
Winkel PB trägt man im gleichen 
Richtungssinn in an und in PB an 
P5tPB5 an und erhält als Schnittpunkt der 
freien Strahlen dieser Winkel den gesuchten 
Punkt 7° 

Man kann nun eine Konstruktion der Mit- 
lelpunklikurve angeben, bei der der verhält- 
nismäßig umständlich zu ermittelnde Punkt 7' 
nicht gebraucht wird. Wie schon erwähnt 
wurde, haben die Punkte der Mittelpunkt- 
kurve die Eigenschaft, daß von ihnen aus 
sesehen je zwei der sechs Pole unter 
vleichen Winkeln erscheinen. Greift man von 
diesen sechs wieder die vier in Abb. 1 ange- 
sebenen Pole heraus, so ergeben sich die 
Punkte der Mittelpunktkurve als Schnittpunkte 
zweier Kreisbüschel über P12 P24 bezw. PB Pt, 
Zu einem Kreise des ersten Büschels findet 
man den zugeordneten des zweiten Büschels 
auf Grund der Beziehung, daß in je zwei 


v7 I\ 
| 7 u | / | 
| / 
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p?2 2” 
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Abb. 4. 


einander zugeordneten Kreisen zu der Sehne 
der Büschelpunkle der gleiche Peripheriewin- 
kelı5 gehört. Man trägt in Abb. 4 die Strecken 
und OF=!/, auf und 
zieht durch O und F.die Senkrechten zu OEL. 
Kin beliebiger Strahl durch Z schneidet die 
beiden Senkrechten in X und ZL. Die Strecken 
LE und KL sind die Radien der einander 
entsprechenden Kreise der Kreisbüschel über 

Man führt die Konstruktion in der folgenden 
Weise durch (Abb. 5). Durch die Halbierungs- 
punkle von und R von PB pP“ 
zieht man die entsprechenden Mittellote, trägt 
auf OP! die Strecke OF—RP auf und 
zieht durch Pi2 einen beliebigen Strahl, der 
die zu PO durch O und F gezogenen Nor- 
malen in Z und K schneidet. Mit dem Radius 
I.K zeichnet man einen Kreis durch PP und 
Pt, der den Mittelpunkt 77 hat und den um 
geschlagenen. durch P!2 und gehenden 
Kreis in zwei Punkten P’ und P’” der gesuch- 
ten Mittelpunktkurve schneidet. Auf jedem 
Strahl des Strahlenbüschels durch Pl? schnei- 
den die beiden parallelen Graden OL und 
FK die beiden Radien einander zugeordnelter 
Kreise der beiden Kreisbüschel aus. 

Die Mittelpunktkurve. die man  hiernach 
ebenso wie bei der Burmestlerschen Kon- 
steuktion punktweise erhält, wird mit Hilfe 
der angegebenen Konstruktion mit einfacheren 
\itteln und mit größerer Genauigkeit gefunden 
als bei der von Burmester angegebenen 
Konstruktion. Sollten bei der Konstruktion 
nach Abb.5 infolge von spitzen Schnitten ein- 
ander zugeordneter Büschelkreise einzelne Kur- 
venpunkte ungenau ausfallen, so kann man 
diese Punkte nachprüfen, indem man die Kon- 
strukltion anstatt für die Strecken und 
Pı> Ps für die Strecken und 
durchführt. Weitere Kontrollen für die Ge- 
nauiekeit der Kurvenpunkte ergeben sich da- 
durch, daß man zu den vier Polen nach Abb. 5 
die noch fehlenden Pole P't und P>23 hinzu- 
nimmt. 

Bei der angegebenen Konstruktion ist darauf 
zu achten. daß zu dem um I geschlagenen 


Abh. 9. 


Kreise des Kreisbüschels über P!? P&4 von den 
beiden möglichen Kreisen vom Radius LAK 
des Kreisbüschels über PB P>i nur einer ge- 
hört. Diesen erkennt man daran, daß von 
seinen beiden Schnittpunkten mit dem um 7. 
seschlagenen Kreise die beiden Strecken P!? P24 
und P13 Pt unter gleichen Winkeln erscheinen, 
während der andere Kreis mil demjenigen um 
I, zwei Schniltpunkte liefert, von denen aus 
die beiden genannten Strecken nicht unter glei- 
chen Winkeln, sondern unter Winkeln erschei- 
nen, die sich zu 180% ergänzen. 

Dresden, März 1929. H. Alt. 982 


Harmonische Analyse mit. Hilfe des 
Lochkartenverfahrens. Meinem eigent- 
lichen Thema schicke ich ein paar Worte jiber 
das Lochkartenverfahren voran. Das 
l.ochkartenverfahren ?) wurde vor etwa 30 Jah- 
ren von Dr. H. Hollerith erfunden und we- 
sentlich verbessert von Ingenieur Powers 
(beide in Washington). Es gestattet eine ver- 
hältnismäßig mühelose und rasche Auswerlung 
von Beobachtungen mehrerer Merkmale au 
irgendwelchen Individuen. Es leistet die Sor- 
tierung des Beobachtungsmaterials in Gruppen 
nach einem bestimmten Merkmal und deren 
Auszählung (Herstellung von Häufigkeitstafeln), 
ferner die Summation der Maßzahlen eines 
\Merkmals (Mittelwertbildung). 

Man übersetzt dazu die Beobachlungen an 
den einzelnen Individuen je in höchstens 
45 Ziffern und trägt diese in Karten genau 
festgelester Dimensionen durch Lochen ein. 
Diese Karten enthalten 45 Spalten, die den 
15 Ziffern entsprechen, und jede dieser Spalten 
kann an je 10 Stellen (Ziffern 0, 1, .... 9) ge- 
locht werden. Das Lochen geschieht mit be- 

I) Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich 
Herrn Dr. W. Üauer in Göttingen. 

*) Vergl. auch verschiedene Veröffentlichungen 
von L. W. Pollak (z. B.: Verwendung statistischer 
Maschinen in der Klimatologie, Meteor. Zeitschr. 
1927, S. 296; oder: Ueber die Verwendung des 
Loehkartenverfahrens in der Klimatologle, Ztschr. 
f. Instrumentenk. 1927). 


_ 
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sonderen Loch ern. die es in verschiedenen 
Konstruktionen gibt für Handbetrieb,. elek- 
trisch, in Verbindung mit Schreib- oder Rechen- 
maschinen usw.). 

Will man nun das Beobachtungsmalerial nach 
einem Merkmal in Gruppen zerlegen, wie oben 
angedeutet, so schickt man die Karten durch 
die Sortiermaschine. Diese wirft sie in 
verschiedene Fächer je nach der Ziffer, die in 
eine bestimmte einstellbare Spalte  gelocht 
wurde. Entsprechen dem Merkmal mehrere 
Spalten auf der Karte, so schickt man die 
harten mehrmals durch die Sortiermaschine. 

Der sog. Tabellendrucker übersetzt 
l.soehkarten wieder in Ziffern gewöhnlicher 
Druckschrift und addiert dabei die Ziffern in 
bestimmten einstellbaren Spalten. 

Das Verfahren zur harmonischen 
Analyse, das ich hier auseinandersetzen will, 
beruht nun auf demselben Grundgedanken wie 
das Hermannsche Schablonenverfahren 1); 
\lan findet die Fourierkoeffizienten nähe- 
rungesweise aus den bekannten Formeln: 


= —, 
n 
2n—1 
2 %sinve 
1,%,..,n—1, 
1 In —1 
% und 
N 
n D= 


Hier ist 2n die der Einfachheit halber ge- 
rade angenommene Anzahl der äquidistanten 
Ordinaten im Intervall von Periodenlänge ?). 
Yp Sind «deren Werte; sie seien durch Addition 
einer geeigneten Konstanten sämtlich positiv 
semacht. Zur Auswertung berechnet man sich 
eine Tafel aller Werte von 


mite=0,1,... 

Ferner braucht man eine Einrichtung, mil 
der man aus der Tafel die Glieder einer der 
Summen in (*) herausfindet und ihr Vor- 
zeichen feststellt. Die Schablonen leisten das 
beim Hlermannschen Verfahren, die Holle- 
rıt h-Powerssche Sorliermaschine beim L,och- 
kartenverfahren. Man hat beim Lochkarten- 
verfahren den Vorteil, daß dieses Heraussuchen 
automatisch und daher absolut sicher und be- 
deutend rascher erfolgt als mit Schablonen. 
lerner kann man hier mit Hilfe des Tabellen- 


I, w.Lohmann, Die Hermannschen Schablonen 
zur Harmonischen Analyse, diese Zeitschr., Bd. 2 
(1922), S. 153 bis 156; Zipperer, Die Hermann- 
schen Schablonen zur harmonischen Analyse, diese 
Zeitschr., Bd. 3 (1923), 8. 80. 

?) Ist diese Anzahl ungerade, so vergrößert sich 
bei der Schablonenmethode der Umfang der 
»(irundtafels auf das Doppelte. Bei meiner zweiten 
Methode macht das keinen Unterschied. 
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druckers, also ebenfalls maschinell, die Sum- 
men der herausgesuchten Zahlen bilden. 
Schließlich kann man sich hier die Herstellung 
der Grundtafel, d.h. die Ausführung der ev. an- 
nähernd n2 Multiplikationen sparen, wenn man 
das Verfahren nur wenig modifiziert. 

Ohne diese Modifikation sieht das Verfahren 
so aus: Für jede Zahl der Grundtafel stellt 
man eine l.ochkarte her, und zwar stanzl man 
die Zahl etwa in die letzten fünf Spalten der 
Karte (in der Praxis kommen wohl kaum 
mehr als fünfstellige Werte der Ordinaten vor). 
Es sei n— 20 (5 --2n << Spaltenzahl der Loch- 
karte. Man kann dann jedem Koeffizienten a, 
oder b, eine der Spalten Ibis 40 zuordnen. In 
diese Spalte stanzt man z. B. die Ziffern 1, 2, 
3, je nachdem man die Zahl in Spalte 41 bis 45 
der Karte zur Bildung des zur Spalte gehörigen 
Koeffizienten ay oder b, mit positivem Vor- 
zeichen, überhaupt nicht oder mil negativem 
Vorzeichen braucht. Es ist wesentlich, daß 
diese Löcher in Spalte 6 bis 45 unabhängig 
von den speziellen Werten der Ordinaten bei 
der einzelnen Analyse sind; man kann daher 
Kartensätze mit diesen« l.öchern im großen 
billig herstellen. Zur Bildung eines Koeffizien- 
ten sortiert man die Karten nach der zugehöri- 
gen Spalte und addiert die Spalten 41 bis 45 Für 
die Karten im Fach 1 und im Fach 3 der Sor- 
tiermaschine je für sich mit dem Tabellen- 
drucker. Der nte bzw. 2nte Teil der Differenz 
dieser Summen ist der gesuchte Koeffizient. 

Will man die Multiplikation der y, mit den 
Kosinussen umgeben, so ersetzt man sie, wie 
beim Maschinenrechnen, durch wiederholte 
Addition der Zahlen 5-10”. Da ohnehin 
Subtraktionen nicht vermieden werden können, 
addiert oder subtrahiert man dabei dieselbe 
Zahl nie mehr als fünfmal, z. B.: 


0,583 ya 1 y? 100 — 4 107! 
— 2.9107 +3: 1072, 


Zur Methode mit Grundtafel braucht man 
bei 2n—=12, 24, 48 stets 28, 84, 308 Karlen. 
Bei der Methode ohne Grundtafel sind es bei 
3- (4-; 5-)stelliger Rechnung 108, 252, >64 
(bzw. 108, 272, 688: 132, 324, 836). Anderer- 
seits ist im 2. Fall die Arbeit des Lochens be- 
deutend einfacher, da man oft dieselbe Zahl 
zu lochen hat (in den Beispielen je durch- 
schnittlich 9 bis 17mal). Die Arbeitszeit für 
das Lochen wird also etwa dieselbe sein 3). Die 
Ilerstellung der Kartensätze und Berechnung 
der Koeffizienten verläuft natürlich völlig wie 
bei der Methode mit Grundtafel. Es empfiehlt 
sich vielleicht, beim zweiten Verfahren die 
letzten zehn Stellen für die 95-107" zu reser- 


vieren. Man hat dann nicht nötig, sich 
während des Lochens die Abkürzungen der 
10-”fachen Ordinalen zu überlegen. Das 


l.ochen wird also mechanischer und sicherer, 
Dann darf allerdings die Ordinatenzahl 35 nicht 
übersteigen. 


3) Die Fälle 2rn = 12, 24, 48 sind dabei sogar 


besonders günstig für das Verfahren mit Grund- 
tafel; vergl. Zipperer (8. Anın. 1 auf dieser Seite), 
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Man kann die angegebenen Grenzen für n 
auf das Doppelte vergrößern, wenn man einer 
Spalte immer zwei Koeffizienten zuweist. Man 
muß dann nur in jeder Spalte neun statt drei 
lochmöglichkeiten ausnutzen (entsprechend den 
>> Fällen, daß beide Koeffizienten mit posi- 
tiven Zeichen, einer mit positivem, der andere 
mit negalivem Zeichen, gebraucht werden). 
Bei Benutzung der sog. Ueberlöcher, von 
denen ich noch nicht gesprochen habe, kann 
man sogar 40, also erst recht 27 =>» Ziffern 
in einer Spalte unterbringen, d. h. die Periode 
in 120 bzw. 105 Teile zerlegen. Die beiden 
Veberlochstellen (»11l« und »12«) liegen ober- 
halb jeder Spalte; sie und die Null dürfen un- 
abhängig von den übrigen Lochstellen benutzt 
werden. Während man also in einer Spalte 
nicht zugleich 1 und 2 lochen darf, darf man 
jede der Ziffern 1,..., 9 mit einem Ueberloch 
oder 0 kombinieren. Die drei Fälle von oben 

| nicht gebraucht) werden wir also für 
den dritten Koeffizienten der Spalte durch 11, 
12. 0 ausdrücken !), 

Kine wesentliche Frage bei einem Verfahren 
der angewandten Mathematik ist seine Wirt- 
schaftlichkeit. Auf die größere Bequenm- 


!, Wie ich nach Fertigstellung des Manuskripts 
erfahre, ist möglicherweise die »statistische Ma- 
schine« des Amerikaners Hull noch geeigneter 
zur Durchführung von harmonischen Analysen, da 
sie unmittelbar die Auswertung von Produkt- 
summen aa+bß+cy+... gestattet. Doch ist 
mir vorläufig Genügendes über maximale Stellen- 
zahl der Rechnungen, Zuverlässigkeit, Wirtschaft- 
liehkeit usw. nicht bekannt. 
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lichkeit und Sicherheit des Verfahrens im Ver- 
sleich zum Hermannschen Verfahren wurde 
gelegentlich schon hingewiesen. Es ist aber 
auch billiger, wie ich am Beispiel der Analyse 
mit 24 Ordinaten?) bei dreistelliger Rechnung 
nachweisen will. Zu einer Schablonenanalyse 
braucht man 6 Arbeitsstunden zu 2,— RM ®), 
also 12, RM. Beim  Lochkartenverfahren 
kostet in diesem Fall der Kartensatz 1,60 RM. 
Das L,ochen dauert bei 252 Karten, in die nur 
je eine dreistellige Zahl zu lochen ist, 45 Min, 
kostet demnach 1,50 RM (die Stunde zu 2,— RM 
gerechnet). Die Miete für die drei Maschinen 
beträgt 0,08 —- 0.27 —- 1.15 = 1,50 RM. Dazu 
kommen noch 2.— RM Arbeitslohn für das 
Sortieren und Addieren. Die Gesamtkosten sind 
also 6.60 RM. Uebrigens besitzen viele Groß- 
betriebe die Lochkartenmaschinen. diese 
Betriebe würde vermutlich die Analyse noch 
elwas billiger werden. 

Auch die instrumentellen Verfahren dürften 
kaum konkurrieren können; z.B. kosten die 
Analysatoren von Goradi 2000 bis 15000 
Schweizer Franken je nach Zahl der Koeffi- 
zienten. die damit berechnet werden können. 
Dabei sind diese Apparate nicht wie die Loch- 
kartenmaschinen auch zu anderen Zwecken zu 
brauchen. 981 

Hamburg, den 14. März 1929. Th. Zech. 


2) Vergl. Anm. 3 auf S. 426. 

3) Besonders geüibte Kraft; für diese und die 
folgenden Angaben bin ich der Vulkanwerft, 
Hamburg, und der Deutschen Hollerith-Maschinen 
G.m.b H., Vertretung Hamburg, zu großem Dank 
verpflichtet. 


(Die hier angezeigten Bücher sind durch die VDI-Buchhandlung, Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Dr.-Ing. TH. WYS$, Privatdozent für Statik 
und Brückenbau an der Techn. Hochschule 
Danzig. Die Kraftfelder in festen 
elastischen Körpern und ihre prak- 
tischen Anwendungen. Mit 432 Abb. im 
Text und auf 35 Tafeln. Verlag von Julius 
Springer, Berlin 1926. VII --3688. Preis 
seh. 25,50. M. 

Die Aufgabe, die sich der Verfasser gestellt 
halt, könnte man als den Aufbau einer syn- 
Ihetischen HKlastizitälstheorie bezeichnen. Daß 
neben der analytischen Integrationstheorie der 
Klastizität insbesondere für die Ingenieure ein 
Bedürfnis für eine solehe unmittelbar geome- 
Irisch anschauliche, wenn auch vielleichht mehr 
qualitative Lösungsmethode der elastischen Pro- 
bleme besteht, ist wohl unbestreitbar, denn es 
muß zugegeben werden, daß die numerische 
Durchführung der Integrationsmethoden der 
Klastizitätstheorie, insbesondere die Anpassung 
an die Randbedingungen bis auf die wenigen, 
von den Klassikern der Theorie schon erledig- 
ten Fälle die Geduld auf eine sehr harte Probe 
stellt. Der Verfasser wählt mit Recht für 
eine solche geometrische Erfassung hauptsäch- 


lich die Hauptspannungstrajektorien, daneben 
noch die Hauptschubspannungslinien und die 
Hauptdehnungstrajeklorien und er stellt in 
einer staunenswerten HFülle von Beispielen, 
technisch wichtige, hauptsächlich ebene Span- 
nungszustände mit ihrer Hilfe dar. Dabei be- 
nutzt er teilweise die Ergebnisse analytisch 
durchgerechneter, bekannter Fälle, teilweise die 
Versuchsergebnisse, die von ihm selbst, von 
Mesnager, lloenigsberg, CGoker, Rühl 
u.a. gewonnen sind. und teilweise leitet er 
den Kraftlinienverlauf ähnlich liegender Fälle 
qualitativ durch Analogieschluß aus gerechne- 
ten oder experimentell festgestellten ab. 

Er bedient sich dabei als Charakteristiken 
des Kraftlinienfeldes der sogenannten singu- 
lären Punkte und Nullpunkte (Linien und Flä- 
chen), d. h. derjenigen Punkte und Punktfolgen, 
in denen die Hauptspannungsrichtungen durch 
das Gleichwerden bzw. Nullwerden von zwei 
oder drei Hauptspannungen unbestimmt  wer- 
den. Es teilen nämlich die durch solche singu- 
lären Punkte hindurchlaufenden  Spannungs- 
trajektorien das Feld in mehrere selbständige 
Bereiche. 
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Es werden dabei in selır anschaulicher Weise 
die Seilliniennatur der Spannungstra jektorien 
und deren gegenseilige Verankerung besprochen, 
deren Unterschiede von den Strömungslinieıt 
an Beispielen aufgezeigt und die Beziehungen 
zwischen Krümmung, Trajektoriengefälle und 
Trajektorienabstand diskutiert. 

Allerdings erscheinen in allen diesen Be- 
trachtungen in Wirklichkeit nur die Gleich- 
sewichtsbedingungen der Spannungen und es 
fehlt also für den Aufbau der Trajektorien- 
bündel vollständig die Berücksichtigung der 
Ableitbarkeit aus dem  Verschiebungsvektor. 
Dadurch kommt es zZ. B. auch gar nicht 
zum Ausdruck, daß und wie die Spannungs- 
trajektorien im anisotropen Körper anders ver- 
laufen würden, wie im hier behandelten iso- 
Itropen Körper. Es kommt ferner nicht zum 
Ausdruck, wie diejenigen Randbedingungen, 
welche sich nieht auf die Spannungen, sondern 
auf die Verschiebungen beziehen. den Verlauf 
beeinflussen. Infolge dieser Lücke der synthe 
lischen Erfassung scheint auch die sonst sehr 
veistreiche Beobachtung des Verfassers über 
den Einfluß der Lage der singulären Punkte 
zwischen den Nieten eimes Knotenbleches auf 
die Nietkraftverteilung zu keiner scharlen Er- 
fassung gelangt zu seim 

Selbst in den Kapiteln, in denen die Airy- 
sche Spannungsfunktion und ihre biharmo- 
nische Differentialgleichung behandelt wird, 
ın denen also das Problem vollständig Tor- 
muliert ist, findet sich keine geometrische 
Ausnutzung derselben. obwohl gerade hier der 
Verfasser mit Hilfe der wohlbekannten Eigen- 
schaften der biharmonischen Funktionen und 
insbesondere ihrer Singularitäten ein Trucht- 
bares Gebiet hätte beackern können. Auch bei 
den Torsionsproblemen, bei denen die voll- 
ständige (analytische Erfassung der  Auf- 
oabe und die Strömungs- und Membrananalo- 
vien gebracht werden, wird daraus keine geo- 
melrische Methode der Schublinienkonstruktion 
abgeleitet. 

/u der allgemeinen Darstellung der Hlastli- 
zitätstheorie des isolropen Körpers, welche der 
Verfasser naturgemäß der Besprechung der 
Kraftlinienfelder vorausschickt und welche im 
sanzen durchaus sachgemäß ist, mögen immer- 
hin noch einige Bemerkungen gemacht werden. 
welche sich bei der Durchsicht aufdrängten 

1 wird der Tensor oberflächlich ein- 
geführt als Doppelvektor und erst auf 
wird die zwar strenge, aber gerade für dir 
Kinführung nicht einleuchtende Definition dureh 
die veziproke Beziehung zwischen den Kompo- 
nenten in bezug auf zwei Flächennormalen 
ohne weitere Erläuterung gebracht. 

Auf 8.2 wird die Verzerrung (allgemeine 
Deformation) abweichend von der üblichen 
Bezeichnungsweise  Volumenänderung und 
Verformung unterteit. 

Auf S 8 wird versehentlich behauptet, daß 
zahe Flüssiekeiten nur einer Gestallsänderung, 
jedoch nicht einer Volumenänderung Wider 
stamd entgegensetzen 
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Auf S. 12 ist der Ausdruck »Massenfeld« 
eines Tropfens und seiner Unterlage mangels 
weiterer Erklärung unverständlich. 

Auf S. 13 werden die eingeprägten Kräfte 
bezogen auf die Masseneinheit als Beschleuni- 
sungskomponenten bezeichnet, obgleich sie erst 
zusammen mit dem Druckgefälle die Beschleu- 
nigungen bedingen. 

Auf S. 146 bis 175 werden die sogenannten 
ebenen Spannungszustände sehr ausführlich be- 
trachtel. Der Verfasser unterscheidet hierbei 
streng ebene Spannungszustände, d.h. solche, 
bei denen sowohl vor wie nach der Form- 
anderung alle Spannungen und Verschiebungen 
senkrecht zu einer Ebene verschwinden, sodann 
diejenigen, bei welchen dies nur nach der 
Formänderung verlangt wird, schließlich so- 
senannte quasiebene Spannungszustände, bei 
welchen jene Bedingungen wegen der Kleinheit 
der Verschiebungen und wegen der geringen 
Dicke der betrachteten Körper nur näherungs- 
weise erfüllt sind. 

Dazu ist zu sagen, dab jene streng ebenen 
Spannungs- und  Verschiebungszustände mit 
Ihren verwickelten Bedingungen kein Interesse 
vom technischen Standpunkt verdienen, daß da- 
segen die quasiebenen Spannungszusltände im 
der Literalur viel präziser definiert zu werden 
pflegen als bei Wyß, nämlich durch die 
Spannungsmittelwerte, genommen über die 
Plattendicke und dureh die Bedingung des Ver- 
schwindens der nicht ebenen Schubspannungen 
an der Oberfläche und der nicht ebenen Normal- 
spannung. Gerade dieser Punkt sollte für das 
\Wvßsche Buch wiehlig sein, da sich alle An- 
wendungen in ihm auf solche quasiebenen Zu- 
stlände beziehen, und zwar bei der obigen 
Definition in strenger Weise. 

Vom Standpunkt des Ingenieurs, der sich an 
Hand des Buches in die Elastizitätsiheorie ein- 
arbeiten will, vermisse ich bei den nach- 
stehend wenannten Punkten die genauere Be- 
handlung: 

Die Transformation eines Spannungs- und 
eines Formänderungszustandes auf IHauptachsen 
wird nur als Tatsache. übrigens ohne die 
quantitativen Beziehungen mitgeteill, während 
doch gerade bei dem sonst elementaren Cha- 
rakler des Buches die Grundlage desselben in 
ihrem ganzen Zusammenhange vom Leser 
(durehschaut werden sollte. 

Das Unendlichwerden der Spannung an einer 
einspringenden und das Nullwerden an einer 
ausspringenden Grenztrajektorie wird nur be- 
hauptet, aber nicht bewiesen. 

In diesem Buche noch mehr als in anderen 
Darstellungen der Elastizitätstheorie sollte die 
Ableitung des Zusammenhanges zwischen den 
optischen und den elastischen Eigenschaften 
ausführlicher besprochen werden, weil die Ver- 
wendung der experimentellen Methode auch 
deren gründliches Verständnis zur Beurteilung 
der Tragweite und Ausbaufähigkeit einer sol- 
chen verlangt. 

Unter den Beispielen des Trajektorienver- 
laufes finden sich nicht die von Michell 
und anderen veröffentlichten Fälle der Walze, 
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des Platltenringes und des Augenstabes, ferner 
auch nicht die der Trajektoriendarstellung 
durchaus zugänglichen Fälle der Plattenbiegung. 

Der Verfasser hat also die Aufgabe der 
überwiegend geometrischen Erfassung und 
l,ösung elastischer Probleme nur zu einem ge- 
wissen Teile der Lösung näher gebracht. Denn 
hierzu genügt nicht das Trajektorienfeld aliein, 
sondern es werden noch schwierige Vorarbeiten 
über die Beziehungen von Spannungs- und 
Verschiebungsfeld notwendig sein. 

Trotz der obigen Bemängelungen möchte ich 
doch zusammenfassend dem Wyßschen Buche 
seine vortrefflichen Eigenschaften und den 
Nutzen, den es stiften kann, durchaus nicht 
absprechen. 

Denn der Verfasser hat das große Ver- 
dienst, durch die Mitteilung einer großen Zahl 
von Trajektorienbildern charakteristischer Fälle 
und ihrer singulären Punkte sowohl dem In- 
senieur, als dem Experimentator, als dem Ma- 
thematiker die Möglichkeit gegeben zu haben, 
das Vorstellungsvermögen für den Spannungs- 
verlauf nicht nur in elastischen, sondern auch 
in plastischen und armierten Verbundkörpern 
wesentlich zu steigern. 

Berlin. H. Reißner 17 


Ingenieur general P. CHARBONNIER. 
Traite de Balistique exterieure Tome 
I. Balistique exterieure rationelle Les theo- 
reines generaux de la Balistique. IX -1-637 S. 


Paris 1921. — Tome Il. Balistique exterieure 
rationnelle. Les theories balistiques. 797. 
Paris 1927. — Charbonnier, P. Essais 


sur P’Histoire de la Balistique. 3348. 
Extrait du Memorial de l’Artillerie francaise. 
Paris 1028. — Charbonnier, P. et Renou, 
A. Bibliographie generale de l’Artil- 
lerie technique de 1915 A 1926. Edition 
du Memorial de l’Artillerie francaise 3818. 
’aris 1926. 

Für jede Wissenschaft gibt es Zeitpunkte, 
wo eine große Entwicklungsetappe zu Ende 
ist und in welchen Inventararbeiter und große 
Synthesen unternommen werden müssen, Ar- 
beiten, in denen Dokumente und Fortschritte 
ihren zugehörigen Platz finden und die, von 
der Höhe der erreichten Punkte, uns den Weg 
der zukünfligen Entwicklung zeigen. Die Bal- 
listik befindet sich heulzulage gerade an einem 
solchen Punkt 

Herr General CGharbonnier, der hervor- 
ragende französische Gelehrte, dem die Ballistik 
tiefgehende Studien und die französische Marine- 
Artillerie ihre wissenschaftliche Organisation 
verdanken, hat den Plan gefaßt, in einem 
sechsbändigen Werke den Ensemble unserer 
Kenntnisse über Aeußere Ballistik zusammen- 
zufassen und sie nach einer Methode zu 
klassieren, die dem theoretischen Interesse der 
Ballistik, ihrer Bedeutung und ihrem prak- 
tischen Wert im Kriege entspricht. Nach dem 
Plan des Verfassers wird das Werk so ge- 
teilt: Band I und II betrachten das Hlaupt- 
problem der Ballistik (allgemeine Sätze und 
ballistische Theorien), Band III sekundäre bal- 


listische Probleme, Band IV Aeußere experi- 
mentelle Ballistik, Band V Geschichte der äuße- 
ren Ballislik und Bibliographie und Band VI 
Numerische Tafeln und rechnerisch durchge- 
führle Beispiele. 

Das Manuskript dieses umfangreichen Wer- 
kes wurde noch im Jahre 1918 der Pariser 
Akademie der Wissenschaften vorgelegt und 
von derselben im Jahre 1919 mit dem Preis 
Poncelet gekrönt. 

Vor uns liegen die zwei erschienenen Bände 
dieses Werkes, dann eine umfangreiche Arbeil 
von 334 Seiten, die im »Memorial de NVArtil- 
lerie francaise«x unter dem Titel »Essais sur 
"Histoire de la Balistique« erschienen ist und 
die einen Cyelus von Vorträgen in Ecole d’Ap- 
plication du Genie maritime wiedergibt. Diese 
Arbeit enthält unter anderem eine Menge von 
interessanten pholographischen Reproduktionen 
von Titeln und Anfangsseiten der wichtigsten 
ballistischen Arbeiten und endet mit einer Liste 
von Arbeiten, die zwischen 1530 und 1825 ev- 
schienen sind. 

Weiter hat das »Memorial« im Jahre 1926 
eine umfassende »Bibliographie generale de 
’Artillerie technique« von 1915 bis 1926, die 
unter der Leitung der Herren P. Charbon- 
nier und A. Renou ausgearbeitet ist, her- 
ausgegeben. Diese Bibliographie wird seildem 
jedes Jahr fortgesetzt und im »Memorial« 
publiziert. Alle diese Arbeiten sollen als Ba- 
sis des vierten Bandes der »Traite de Ba- 
listik« dienen. 

Es ist nicht leicht, in einigen Zeilen eine 
Idee von dem Reichtum des Stoffes, von der 
zweckmäßigen Anordnung und von der mei- 
sterhaften Darstellung geben zu können. Eine 
Wissenschaft, die Galilei, Newton, Bernonlli, 
l:uler, Legendre und viele andere als die ihrige 
zählen, bietet vieles Interessantes. In seiner 
Geschichtlichen Auseinanderselzung gibt uns 
Charbonnier die Genese der ballistischen 
Theorien. In dem systematischen Teil gibt er 
uns die Synthese derselben in einer Form, die 
nichts zu wünschen übrig läßt. 

Aus seiner Darstellung geht die folgende 
Tatsache hervor: In den Zeilen von Euler, 
bei den kleinen damals erreichten Geschwin- 
digkeiten, konnte man den Luftwiderstand durch 
Funktionen darstellen, die die strenge Lösung 
der Differentialgleichungen der Bewegung ge- 
statten. Später aber, mit der Verwirklichung 
srößerer Geschwindigkeiten, mußte man die 
einfachen Widerstandsfunktionen auslassen und, 
sich mit approximativen Lösungen begnügend, 
zu den Reihenentwicklungen greifen. Sind 
aber diese Reihen konvergent? Wie groß ist 
ihr Konvergenzradius und wie kann man sie 
konvergent machen? Alle diese Fragen stehen 
offen und erwarlen die Antwort des in der 
modernen Mathematik Geschulten. Der Krieg 
hat viel dazu beigetragen, die Ballistik den 
Malhemalikern näherzubringen, und Hr. Char- 
bonnier bringt uns schon wertvolle Arbeiten, 
die von modernen Malhematikern wie Jules 
Drach, Denjoy, Volterra und anderen stammen 
(Band PD). 
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Im Band II findet man eine Fülle von Ent- 
wicklungen, die im Laufe der Zeit vorgeschla- 
gen wurden. Da hat man Potenzreihen und 
Reihen nach verschiedenen Polynomen; da hat 
man Reihen, die nach der Zeit oder einer ihrer 
"unktionen wie auch Reihen, die nach den 
Potenzen von verschiedenen Konstanten fort- 
schreiten. Das Studium der Konvergenz dieser 
Reihen ist zu machen und das Buch von Hrn. 
Charbonnier bietet viel Interessantes in die- 
ser Beziehung. Von besonderem Interesse für 
den deutschen Leser sind aber die Kapitel, die 
die Berechnungsmelhoden enthalten, die wäh- 
rend des Krieges von den Alliierten ausgearbei- 
tet und verwendet wurden. 


Sofia K. Popoff. 978 


Ferner sind bei der Schriftleitung folgende 
Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr.-Ing. BRUNO ECK, ehem. Konstrukteur 
der Frankfurter Maschinenbau-Aktliengesellschaft 
vorm. Pokorny & Wittekind und W. J. Kear- 
ton, M. Eng. A. M I. Mech. E. A. M. Inst. 
N. A. Lecturer in Engineering, The University 
of Liverpool. Turbo-Gebläse und Tur- 
bo-Kompressoren. Herausgegeben von 
Dr.-Ing. Bruno Eck. Mit 226 Textabbildungen. 
Verlag Springer, Berlin 1929. IX —- 2915. Preis 
seb. 28M. 


Dr. SIEGFRIED VWALENTINER, Professor 
für Physik an der Bergakademie Clausthal. 
Vekloranalysis. Mit 153 Figuren. Vierte, 
wenig veränderte Auflage Sammlung Göschen 
Nr. 301. Verlag Walter de Gruyter & 
Berlin und Leipzig 1929. 1368. Preis O,50M. 


GEORGE C. PRIESTER, Associate Professor 
of Malthematies and Mechanics. University of 
Minnesola. Application of trigenome- 
Irie series to Cable stress Analysis 
in Suspension Bridges. Department of 
Engineering Research University of Michigan 
Ann Arbor, Engineering Research. Bulletin 
Nr. 12, March 1929. 508. Preis 1 Dollar. 


Preußische Staatsbibliothek. Handbiblio- 
Ihek des Großen L.esesaals. Abteilung 7. Ma- 
Ihematik und Naturwissenschaften. 
Berlin, Staatsbibliothek 1929. 


Dr. ROLAND WEITZENBÖCK, Professor 
an der Universität Amsterdam. Der vierdi- 
mensionale Raum. Mit 52Abb. Die Wis- 
senschaft, Bd.80. Verlag Friedr. Vieweg & 
Sohn, Braunschweig 1929. VIII 14258. Preis 
geb. 10,50 M. 


Dr.-Ing. ADOLF EDUARD MÜLLER, Ver- 
luste der Riementriebe bei Verwen- 
dung kleiner Scheiben unter beson- 
derer Berücksichtigung des Biege- 
widerstandes. Mit 353 Abb. und 4 Zahlen- 
tafeln. Vorschungsarbeiten auf dem Gebiete des 
Ingenieurwesens, Heft 318. V.D.1-Verlag. Ber- 
lin 1929. 228. Preis 450 M. 
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Dr.-Ing. H. NIPPERT, Ueber den Strö- 
mungsverlust in gekrümmten Kanä- 
len. Mit 141 Abb. und 6 Zahlentafeln. For- 
schungsarbeiten auf dem Gebiete des Ingenieur- 
wesens, Heft 320. V.D.1.-Verlag,. Berlin 1929 
II -4-678. Preis 9M. 


Dr.-Ing. H. MARCUS, Vorstandsmitglied 
der HUTA Hoch- und Tiefbau-Akt.-Ges. Breslau. 
Die vereinfachte Berechnung bieg- 
samer Platten. Zweite, erweiterte Aufl 
Mit 65 Abb. im Text. Verlag Springer, Berlin 
1929. 1268. Preis 9M, geb. 11 M. 


Prof. LOTHAR HEFFTER, Professor an der 
Universität Freiburg. Nichteuklidische 
Geometrie der Ebene und des Raumes 
Mit 14 Fig. im Text. Lehrbuch der analyti- 
schen Geometrie, Grundlagen, Projeklive, Eukli- 
dische. Nichteuklidische Geometrie. Bd. 
Verlag G. Braun, Karlsruhe 1929. VIII -+- 718. 


Dr. J. FRENKEL, Professor für theoretische 
Physik am Polytechnischen Institut in Lenin- 
srad. Einführung in die Wellenmecha- 
nik. Mit 10 Abb. Verlag Springer, Berlin 1929. 
V-- 3178. Preis 26 M, geb. 27,60 M. 


Dipl.-Ing. RUDOLF WINZHEIMER, Tele- 
sraphendireklor im Reichspostzentralamt (Tele- 
graphentechnisches Reichsamt Abt. München). 
Uebertragungstechnik. Mit 207 Abb. 
Verlag R. Oldenbourg, München und Berlin 
1929. VI-- 233$S. Preis 12 M. 


Prof. KARL SCHWAB und Prof. OSKAR 
LESSER, Mathematisches Unterrichts- 
werk. Vierter Band. Mit 297 Fig. im Text. 
Verlag von G. Freytag A.-G., Leipzig 1929. 
X -1- 506 S. Preis 88SO M. 


Prof. P. DEBYE, o. Professor und Direktor 
des Physikalischen Instituts an der Universität 
Leipzig. Polare Molekeln. Mit 34 Abb. im 
Text. Verlag 8. Hirzel, Leipzig 1929. VII 
200 8. 


LEON LICHTENSTEIN, o. ö. Professor der 
Mathematik an der Universität Leipzig. 
Grundlagen der Hydraulik. Mit 54 Text- 
fig. Die Grundlehren der Mathematischen Wis- 
senschaften in Einzeldarstellungen mil beson- 
derer Berücksichtizung der Anwendungsgebiete. 
3d. XXX. Verlag Springer, Berlin 1929. XVi 
8. 


Dr. RICHARD GANS, o. ö. Professor der 
Theoretischen Physik an der Universität Königs- 
berg. Vektoranalysis mit Anwendun- 
senaufPhysik und Technik. Mit 40 Fig 
im Text. Teubners Mathematische Leitfäden 
Bd. 16. Verlag B. G. Teubner, Leipzig und Ber- 
lin 1929. VIII 111. 


Prof. AIUTHUR B. COBBLE, Professor of 
\Mathemalties in the University of Illinois. 
Algebraic Geometry and Theta Func- 
tions. American Mathematical Sociely Gollo- 
quium Publications, Vol. X. Publ. by The 
American Mathematical Society, New York 1929, 
>01 West 116th Street. VII -- 282 p. 
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NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathematik 
und Mechanik. 


Die Ilauptversammlung, die in den Tagen 
vom 16. bis 20. September in Prag stattfand, 
war von einer großen Zahl von Mitgliedern 
und Gästen besucht. Besonders begrüßt wurde 
die sorgfältige Vorbereitung der Versammlung 
durch den Prager Ortsausschuß. Die gastliche 
Aufnahme von seiten der Prager Kollegen und 
die Schönheiten der Stadt Prag gaben der Ver- 
anstaltung das Gepräge. — Einige kleine Aende- 
rungen gegenüber dem in Heft 4 veröffent- 
lichten Vortragsprogramm gehen aus den fol- 
senden Sitzungsprotokollen hervor. Ein aus- 
führlicher Bericht mit Inhaltsangaben sämt- 
licher gehaltener Vorträge wird im nächsten 
Ileft erscheinen. 


Erste Sitzung. 
Montag, den 16. September, 
nachmittags: 
Vorsitzender: Hr. Körner-Prag. 

l.. Föppl-München: Ueber singuläre Punkte 
im ebenen Spannungszustand. — Aussprache: 
Bergmann (Berlin), Funk, Körner. 

M. Sadowsky-Berlin: Ersatz einer homor 
genen isotropen Scheibe mit beliebigen 
Poissonschen Konstanten durch ein Fach- 
werk. — Aussprache: Wolf (Wien), v. Mi- 
ses, Karas. 

E. Schwerin-Berlin: Ueber Spannungen und 
Formänderungen kreisringförmiger Membra- 
nen. — Aussprache: Bergmann (Berlin). 


Zweite Sitzung. 
Dienstag, den 17. September. 
vormittags: 
Vorsitzende: Hr. v. Mises-Berlin, 
IIr. Noether- Breslau.. 

II. Reißner-Berlin: Stabilität rolierender Wel- 
len mit Berücksichtigung der Dämpfung. — 
Aussprache: Noether, v. Mises, Küß- 
ner, Busemann. 

K. Karas-Brünn: Kritische Drehzahlen rasch 
umlaufender Wellen mit Längsbelastung und 
Kreiselwirkung. — Aussprache: v. Mises, 
Zerkowitz, Reißner. 

(1. Zerkowitz-München: Zur praktischen Be- 
rechnung von Biegungsschwingungen. — Aus- 
sprache, Karas, Schwerin. 

P. Nemenyi-Berlin: Eine neue Singulari- 
tätenmethode für die Elastizitätstheorie. — 
Aussprache: Föppl. 

Il. Schmidt-Köthen: Ueber einige Anwen- 
dungen eines Unstetigkeitsfaktors in der 
Mechanik. — Aussprache: Wolf (Wien), 
Trefftz, Reißner. 


I) Bei den gemeinsamen Sitzungen sind nur die 
bei unserer Gesellschaft angemeldeten Vorträge 
angeführt. 


Dritte Sitzung. 


Dienstag, den 17. September. 
nachmittags: 
Vorsitzende: Hr. Reißner-Berlin. 
Hr. Trefftz-Dresden. 

H. G. Küßner-Berlin:  Flügelschwingungen 
von Flugzeugen. — Aussprache: Trefftz, 
Reißner, Thalau, Schmidt (Köthen), 
Bergmann. 

K. Friedrichs-Aachen: Bemerkungen zur 
näherungsweisen Berechnung von Propellern 
mit unendlicher Flügelzahl. Aussprache: 
Betz. 

Th. Troller-Aachen: Die Berechnung der 
Strömung am Flugzeugrumpf beliebiger Form 
in Hinblick auf die Propellerebene. — Aus- 
sprache: Weyrich, Bergmann, Beltz. 
Uller. | 

J. Nikuradse-Göttingen: Kinematographische 
Analyse einer turbulenten Strömung. — Aus- 
sprache: Weyrich, Hopf. 

A. Busemann-Göttingen: Drücke auf kegel- 
förmige Spitzen bei Bewegung mit Ueber 
schallgeschwindigkeit. 

I. Lotz-Hannover: Die Wärmeleitlung im end- 
lich langen Kreiszylinder unter besonderen 
Randbedingungen. 


Vierte Sitzung. 

(Gemeinsam mit der DMV.)t) 
Mittwoch, den 18 September, 
vormittags: 

Vorsitzender: Hr. Carda-Prag. 

F. Bernstein- Göttingen: Variations- und Erb- 

lichkeitsstatistik. 

. Zermelo-Freiburg i. B.: Anwendung der 
Variationsrechnung auf das  Navigations- 
problem der Flugtechnik. — Aussprache: 
rank. 


Fünfte Sitzung. 

(Gemeinsam mit der DMV.) 
Donnerstag, den 19 September, 
vormittags: 

Vorsitzender: Hr. Hamel- Berlin, 

Hr. Salkowski-Berlin. 

RN. Iglisch-Berlin: Schwingungsprobleme und 

nichtlineare Integralgleichungen. 

W. Sternberg-Breslau: Ueber die Grund- 
lagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Aussprache: v. Mises, Helly, Hasse, 
Tornier. 


Tornier-Köthen: Die Axiome der 
Wahrscheinlichkeitsreehnung. — Aussprache: 


Hasse, v. Mises, Sternberg. 

’. Bernstein-Göllingen: Ueber die Anwen- 
dung der Steinerschen Fläche der Erblich- 
keitslehre, insbesondere in der Theorie der 
Blutgruppen. 
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A. Basch-Wien: Vektorische Fehlertheorie 
und geodätische Fehlerübertragung. 

\M. Herzberger-Jena: Versuch eines sysle- 
matischen Aufbaues der geometrischen Optik 
mit Hilfe eines allgemeinen Satzes. 


Sechste Sitzung. 
(Gemeinsam mit der DMV.) 


Donnerstag, den 19 September, 
nachmittags: 
Vorsitzende: Hr. Föppl-München, 
Hr. Funk-Prag. 

W. Müller-Hannover: Die Bewegung von Wir- 
beln in einer idealen Flüssigkeit unter dem 
Einfluß von ebenen Wänden. — Aussprache: 
setz, Lagally. 

k. Uller-Gießen: Die geführten Wellen in 
fließenden Mitteln. Aussprache: Noether. 

". Weinig-Berlin: Widerstands- und Trag- 
flügelprofile mit vorgeschriebener Geschwin 
digkeitsverteilung an der Oberfläche. — Aus- 
sprache: Betz. 

". Noether-Breslau: Bemerkungen zur Oseen- 
schen Hydrodynamik. Aussprache: Ha- 
mel. 

Siıebente Sitzung. 
(Gemeinsam mit der Deutsch. Gesellsch. für 
Technische Physik.) 

Vorsitzender Ir. Reißner-Berlin. 

M. Schuler-Göltingen: Ein neues Pendel mit 
unveränderlicher Schwingungszeitl. —  Aus- 

sprache: Stäblein. 


Die Geschäftssitzung der Gesellschaft fand 
Mittwoch, den 18. September, vormitlags, un- 
ter Leitung des stellvertretenden Vorsitzenden, 
Iirn. Reißner, statt. Vom 1. Vorsitzenden, 
Hrn. Prandtl, lag ein Schreiben vor, durch 
das er seine Abwesenheit im Hinblick auf seine 
Reise nach Japan entschuldigte. Hr. Reißner 
sedachte zunächst der im abgelaufenen Jahr 
verstorbenen Mitglieder: Prof. Präsil in Zü- 
rich und Prof. Skutsch in Berlin. Nach dem 
(eschäftsbericht, den Hr. v. Mises erstlallele, 
sind seit dem 1. Oktober v.Js. 30 Mitglieder 
neu eingelreten und fünf ausgeschieden, so 
daß die Mitgliederzahl 419 beträgt; der Kassen- 
stand beirug am 1. Oktober 1928 525,92 M, die 
Kassenführung ist durch die Herren Schwe- 
rin und Trefftz geprüft worden; Hr. Prof. 
Stodola wurde aus Anlaß seines siebzigsten 
Geburtstages durch den Vorstandsrat vorbehalt- 
lich der Genehmigung der Hauptversammlung 
zum Ehrenmitglied ernannt. Die Versammlung 
erteilt dem Vorstand und dem Geschäftsführer 
Entlastung. Auf Antrag des Geschäftsführers 
beschließt die Versammlung einstimmig die Er- 
höhung des Jahresbeitrags für Einzelmitglieder 
von zwei auf drei Mark, insbesondere im Ilin- 
blick auf die durch Eintritt in den Deutschen 
Verband entstandenen Mehrkosten und die Not- 
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wendigkeit, gegen etwaige Ausfälle bei Veranstal- 
tung eigener Versammlungen gesichert zu sein. 
Die Versammlung beschließt, im Jahre 1930 
mit Rücksicht auf den Internationalen Mecha- 
nik-Kongreß in Stockholm keine wissenschaft- 
liche Tagung abzuhalten. Eine geschäftliche 
Hauptversammlung wird in Berlin oder einem 
anderen geeigneten Ort durch den Vorstand 
einberufen werden. Der Vorstand, bestehend 
aus den Herren Prandtl als erstem, Reiß- 
ner als zweitem Vorsitzenden und v. Mises 
als Geschäftsführer wird für eine weitere drei- 
Jährige Amtszeit wiedergewählt. An Stelle der 
salzungsgemäß ausscheidenden Mitglieder des 
Vorstandsrats, Biezeno und Grammel, wer- 
den die Herren Föttinger- Berlin, v. Kär- 
män-Aachen und Oseen-Upsala gewählt. Zu 
Kassenprüfern werden die Herren Schwerin 
und Trefftz wiedergewählt In längerer Aus- 
sprache wird festgestellt, daß es wünschenswert 
wäre, die für die Stockholmer Tagung von 
deutschen Fachvertretern anzumeldenden Vor- 
träge durch eine hierzu berufene Stelle zu lei- 
ten, die beratend und ausgleichend zu 
wirken hätte. Es wird beschlossen, daß der 
Vorstand gemeinsam mit den Herren L. Föpp!- 
München, Grammel-Stuttgart, Hamel-Ber- 
lin, Hopf-Aachen, Noether-Breslau und 
Trefftz-Dresden diese Beratung durchführen 
soll; die deutschen Mitglieder der Gesellschaft 
werden gebeten, ihre  Vortragsanmeldungen 
durch einen der genannten Herren nach Stock- 
holm zu leiten. 


Persönliches. Im September verstarb in 
Frankfurt a.M. Hr. Dr. Gottfried Rückle im 
Alter von nieht ganz fünfzig Jahren. Er war 
ein ungewöhnliches Phänomen im Kopfrech- 
nen, dessen Leistungen alle früher bekannten 
übertrafen, daneben ein Mathematiker, der 
seine Fähigkeiten auf verschiedenen Gebieten 
zur Anwendung zu bringen wußle Rückle war 
zuletzt am Astronomischen Recheninstilut für 
kleine Planeten in Frankfurt a. M. tätig. Ueber 
seine rechnerische Begabung erschien eine Stu- 
die von Oswald Kroh, Göttingen 1922. 

Prof. Dr. Wilhelm Müller, bisher in Han- 
nover, wurde als o. Prof. der Mechanik an die 
Deutsche Techn. Hochschule in Prag (Nach- 
folge Th. Pöschl) berufen. 


Prof. Dr. v. Terzaghi, bisher am Massa- 
chusetts Institute of Technology, hat einen Ruf 
als 0. Prof. des Wasserbaus (Nachfolge Prof. 
R. Halter) an die Techn. Hochschule in Wien 
angenommen. 


Herr Dr. Klose, Privatdozent der Astrono- 
mie und angewandten Mathematik. der vor- 
übergehend an der Universität Riga tätig war, 
ist an die Berliner Universitäl zurückgekehrt 
und zum n.b.a.0o. Prof. ernannt worden. 


(Redaktionsschluß 28. Oktober 1929.) 


Druck von A.W, Schade, Berlin N 6). 
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